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�! (10©) �¼êf(x)´ëY�±Ï¼ê§�Ø´~¼ê"y²: f(x)k���±

Ï"

yyy²²²µµµ PE = {T > 0 : T ´f(x)��±Ï}§KE´��ke.�8Ü§Ïdke(

.§P�T0 = inf E. e¡y²T0´f(x)����±Ï"

· · · · · · · · · · · · · · · 3©

kyT0 > 0"w,T0 ≥ 0, Ïd�±^�y{y²"eT0 = 0, de(.�½Â§�

3Tn ∈ E,¦�0 < Tn <
1
n
, n = 1§2§· · ·"é?¿�½�y > x,Py−x = knTn+rn,

Ù¥kn´�ê, rn ∈ [0, Tn), Ïdk lim
n→∞

rn = 0. duk

f(y) = f(x+ knTn + rn) = f(x+ rn), n = 1, 2, · · · ,

-n → ∞�4�§5¿�f�ëY5��kf(y) = f(x)"dx§y�?¿5�

�f(x)´~¼ê§gñ"ÏdT0 > 0"

· · · · · · · · · · · · · · · 4©

2y²T0´±Ï"E,de(.�½Â§�3Tn ∈ E§¦�T0 ≤ Tn < T0 +
1
n
§n =

1§2§· · ·"u´é?¿�x ∈ R§

f(x+ T0) = f(x+ lim
n→∞

Tn) = lim
n→∞

f(x+ Tn) = lim
n→∞

f(x) = f(x),

�T0´±Ï"nþ§T0=�f(x)����±Ï"

· · · · · · · · · · · · · · · 3©
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�! (10©)�D = {(x, y) ∈ R2 : x + y 6= 0}§E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}, ¦4

� lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈D

xy

x+ y
Ú lim

(x,y)→(0,0)
(x,y)∈E

xy

x+ y
§e�3�y²§eØ�3�`²nd"

)))µµµ 4� lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈D

xy

x+ y
Ø�3§ndXeµ

�­�y = −x+ kx2§÷d­�ªu�:(0, 0)�k

lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈D

xy

x+ y
= lim

(x,y)→(0,0)
(x,y)∈D

x(−x+ kx2)

kx2
= −1

k

�kk'§Ïd4�Ø�3"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

4� lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈E

xy

x+ y
= 0"ndXeµ

dCauchy-SchwarzØ�ªkx + y ≥ 2
√
xy, =0 <

xy

x+ y
≤ x+ y

2
, dY%½n��4

��0"��±^Ù§�Ø�ª� §(J�(=�"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

n! (10©)�n´��ê§λ1§· · ·§λn´pØ���¢ê§c1§· · ·§cn´ØÓ�

�0�¢ê"¯f(x) =
n∑
k=1

cke
λkx�õUkõ��¢":º

)))µµµf(x)�õkn− 1�¢":"^êÆ8B{y²"

�n = 1�§f(x) = c1e
λ1xÃ":"

· · · · · · · · · · · · · · · 2©
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�(Øén − 1¤á§y�Äén��¹§ef(x) =
n∑
k=1

cke
λkxkn�¢�§Ø�P

�x1 < x2 < · · · < xn"5¿�f(x) =
n∑
k=1

cke
λkx = eλ1x

n∑
k=1

cke
µkx, ùpµk = λk − λ1§

AO�§µ1 = 0§
µk 6= 0�pØ�Ó§2 ≤ k ≤ n"u´f(xk) = 0�dug(xk) = 0,

Ù¥g(x) = c1 +
n∑
k=2

cke
µkx"

· · · · · · · · · · · · · · · 4©

d�©Æ�¥�½n§�3ξi ∈ (xi, xi+1), ¦�g
′(ξi) = 0, 1 ≤ i ≤ n − 1. 5¿

�g′(x) =
n∑
k=2

µkcke
µkx, Ïdg′(x) = 0kn − 1�":ξi, 1 ≤ i ≤ n − 1"d8Bb�§

ec2§· · ·§cnØ��"§g′(x) = 0Ø�Ukn− 1�":§Ïd7kc2 = · · · = cn§d

�f(x) = c1e
λ1xÃ":"�f(x)kn�¢�gñ"Ïdf(x) = 0�õkn− 1�":"

· · · · · · · · · · · · · · · 4©

o! (10©)¦4� lim
h→0+

1
lnh

∫ 1

0
f(x)
x2+h2

dx"Ù¥f(x)3[0, 1]þëY��§�f(0) = 0"

)))µµµ©ã�O� "ÄkP−M ≤ f(x) ≤ M§x ∈ [0, 1]"é�½�ε > 0, d�©�

½Â§�3δ > 0, �x ∈ (0, δ]�k
∣∣∣f(x)−f(0)x

− f ′(0)
∣∣∣ < ε§=

−εx+ f ′(0)x < f(x) < f ′(0)x+ εx, x ∈ (0, δ].

· · · · · · · · · · · · · · · 4©

u´k∫ 1

0

f(x)

h2 + x2
dx <

∫ δ

0

f ′(0)x+ εx

h2 + x2
+

∫ 1

δ

f(x)

x2 + h2
≤ f ′(0) + ε

2
ln
h2 + δ2

h2
+

∫ 1

δ

M

δ2
dx

z{�

− 1

lnh

∫ 1

0

f(x)

h2 + x2
dx < (f ′(0) + ε)− 1

lnh

f ′(0) + ε

2
ln(h2 + δ2)− M

δ2 lnh
.

5¿�− 1
lnh
→ 0, -h→ 0+�þ4�k

lim sup
h→0+

− 1

lnh

∫ 1

0

f(x)

h2 + x2
dx ≤ f ′(0) + ε.
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· · · · · · · · · · · · · · · 4©

aq|^Ø�ª

∫ 1

0

f(x)

h2 + x2
dx >

∫ δ

0

f ′(0)x− εx
h2 + x2

+

∫ 1

δ

f(x)

x2 + h2
≥ f ′(0)− ε

2
ln
h2 + δ2

h2
+

∫ 1

δ

−M
δ2

dx

��

lim inf
h→0+

− 1

lnh

∫ 1

0

f(x)

h2 + x2
dx ≥ f ′(0)− ε.

,�-ε→ 0k

lim
h→0+

1

lnh

∫ 1

0

f(x)

x2 + h2
dx = −f ′(0).

· · · · · · · · · · · · · · · 2©

Ê! (10©)�{an}´4~��ê�§¼ê�?ê
∞∑
n=1

an sinnx3(−∞,+∞)þ��Â

ñ§y²µ lim
n→∞

nan = 0"

yyy²²²µµµé?��ε > 0§d^�±9CauchyÂñ�n��3��êN§�n ≥ N�§

é?¿�m > n§?¿�x ∈ R§k|
m∑
k=n

ak sin kx| < ε"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

u´|^Ø�ªsinx > 2
π
x§x ∈ (0, π

2
)§�m = 2n, x = π

4n
§k

ε >

2n∑
k=n

ak sin k
π

4n
≥

2n∑
k=n

ak
2kπ

4nπ
≥ a2n

2n

2n∑
k=n

n =
2na2n
4

.

ù`²�n ≥ N�k0 ≤ 2na2n < 4ε"w,k0 ≤ (2n + 1)a2n+1 ≤ (2n + 1)a2n =

2na2n + a2n§dd�� lim
n→∞

nan = 0"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©
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8! (15©)�A = (aij)´n�¢é¡�½
"(1) ½Â¢�g.f(x) = f(x1, · · · , xn) =

det

A x

xT 0

§Ù¥x = (x1, x2, · · · , xn)T"y²µf´K½�g."(2) y²µdet(A) ≤

a11a22 · · · ann"ùpdet´Ý
�1�ª"

yyy²²²µµµ(1) w,A�_§�_Ý
A−1�´é¡�½�"5¿� I 0

−xTA−1 1


A x

xT 0

 =

A x

0 −xTA−1x

 ,

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

�1�ªk

f(x) = det

A x

xT 0

 = det

A x

0 −xTA−1x

 = −xTA−1x·det(A) < 0, x ∈ Rn, x 6= 0.

ù`²f´K½�g."

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

(2) PAn−1´A�cn−1�^SÌf
§5¿An−1´�½
"¿PA =

An−1 α

αT ann

§
d1�ª�5���

det(A) = det

An−1 α

αT ann

 = det

An−1 α

αT 0

+ det

An−1 α

0 ann


d(1)�cö��§�ö�ann det(An−1)§Ïdkdet(A) ≤ ann det(An−1)"u´UY

4í��

det(A) ≤ a11a22 · · · ann.

�,é(Ø(2)§��±��^êÆ8B{y²"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©
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Ô! (20©)�A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×m�½§½Âσ : Cn×m → Cn×m�σ(X) = AX −

XB, ∀X ∈ Cn×m"(1) y²µσ�Cn×mþ��5C�¶(2) y²µσ�_�¿�^�

´AÚBvkú�A��"

yyy²²²µµµ(1) é?¿�X§Y ∈ Cn×m, ?¿�α ∈ C§kσ(X + Y ) = A(X + Y )− (X +

Y )B = (AX −XB)+ (AY −Y B) = σ(X)+σ(Y )§±9σ(αX) = A(αX)− (αX)B =

α(AX −XB) = ασ(X)§Ïdσ´�5C�"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

(2) 7�5"eA�Bkú�A��λ§5¿B�BT�A���Ó§Ïd�3�"�

þx ∈ Cn, y ∈ Cn§¦�Ax = λx, BTy = λy"�Ä�"Ý
X = xyT§d�

σ(X) = AxyT − xyTB = (Ax)yT − x(BTy)T = λxyT − x(λy)T = 0,

gñ"ÏdA�BÃú�A��"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

¿©5"k�A = J§BT = Rþ´Jordan¬§=

A = J =



λ 1

λ 1

. . .

λ


, BT = R =



µ 1

µ 1

. . .

µ


.

d�^�¿�Xλ 6= µ"��O�AX − XB = JX − XRT = 0§Ù¥X = (xij) ∈

Cn×m, ��X = 0"�y^S�xnm§X����1§,�UY4í=�"dd��

d�σ´�_�"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

é���/§�3�_Ý
P ∈ Cn×n, Q ∈ Cm×m§¦�

P−1AP = JA = diag(J1A, · · · , JkA), Q−1BTQ = RB = diag(R1B, · · · , RsB),
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Ù¥JiA, RjBþ�Jordan¬§1 ≤ i ≤ k§1 ≤ j ≤ s"5¿�

AX −XB = PJAP
−1X −XQ−TRT

BQ
T = P (JAY − Y RT

B)Q
T , Y = P−1XQ−T .

òY©¬Y = (Yij)§Ù¥Yij�1ê�JiA�ê�Ó§�ê�RjB��ê�Ó§Ïdk

JAY − Y RT
B = (JiAYij − YijRT

jB).

eσ(X) = AX − XB = 0§ù�duJAY − Y RT
B = 0§
ùq�duJiAYij −

YijR
T
jB = 0§1 ≤ i ≤ k§1 ≤ j ≤ s"dc¡®y�/�Yij = 0§ÏdY = 0§

�X = PY QT = 0"u´σ�_"nþ(Ø�y"

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

l! (15©)�½¥¡x2 + y2 + z2 + 2x− 4y + 4z − 20 = 0,¦±(2, 6, 10)�º:��I

¡��§"

)))µµµd¥¡�§��T¥¡�¥%�D(−1, 2,−2)§�»r =
√
29"

®�¥¡��I¡��I¡§Ï�A(2, 6, 10)�Ùº:§Ké¡¶���AD, é¡¶

���þ���~v =
−−→
AD = (−3,−4,−12). @oT�I¡��º�α÷v'Xª

sinα =
r

|~v|
.

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

�P (x, y, z)�¤¦I¡þ�:§l
¤¦��I¡�§�

|
−→
AP · ~v|
|
−→
AP | · |~v|

= cosα =
√
1− sin2 α ,

· · · · · · · · · · · · · · · 5©

z{���§�

131x2 + 124y2 − 4z2 − 24xy − 72xz − 96yz + 340x− 480y + 800z − 2900 = 0.

· · · · · · · · · · · · · · · 5©
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