
             

 
一、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，总计 20 分） 

1、
2023

0.2023

2023lim (sin 2023)
0.2023xx

x x
e→+∞

+
+ =

+
__________ 。 答案0 。 

2、














+
++

+
+

+
⋅⋅⋅

∞→ 222222

1

2

1

1

1lim
nnnnn

= __________ 。答案 ln(1 2)+ 。 

3、设函数 ( )f x 是周期为 4的可导的奇函数， [ ]( ) 2( 1), 0, 2f x x x′ = − ∈ ，则 (7)f =           。答案1。 

4、函数
2

2 2

1( ) 1
1

x xf x
x x
−

= +
−

的无穷型间断点的个数为          。答案1。 

5、 (0) 0, (0) 2f f ′= = ，则
3 2

30

2 ( ) ( )lim
x

f x x f x
x→

−
= __________ 。答案 2。 

6、函数 4 4( ) sin cosf x x x= + ，则 (2024) (0)f =           。答案 20234 。 

7、
2023 2 2(sin cos )cosx x xdx

π

π−
+ =∫ __________ 。答案759π 。 

8、函数 2( ) lim 1n n

n
f x x

→∞
= + 在 ( , )−∞ +∞ 内不可导点个数为      。答案 2。 

9、设D由曲线 sin (0 )
2

y x x π
= ≤ ≤ 与直线 ,

2
x xπ
= 轴所围的平面图形，则D绕直线 1x = − 旋转一周所得旋

转体的体积V = __________ 。答案 4π 。 

10、设函数 ( )y y x= 由方程 3 2 22 2 2 1y y xy x− + − = 所确定，则 ( )y y x= 的极小值是 __________ 。答案1。 

二、（本题 8 分）求极限
1 1

lnlim ( 1)x x
x

x
→+∞

− 。 

解：原式=

ln

ln( 1)lim
ln

x
x

x

e
xe →+∞

−

 

ln

ln 2
l 1 lnlim

1 ( 1)

x
x

xx
x

xe
x

e
xe

→+∞

−
• •

• −
=  

2
l 1 lnlim 1 lnx

x
x x

x xe
→+∞

−
•

•
=                    （6 分） 

1 lnlim 1lnx

x
xe e→+∞

−
−= = 。                 （8 分） 

 

三、（本题 10 分）设函数 )(xf 在 ]1,0[ 连续，在 )1,0( 内二阶可导，且 1)(lim
0

=
+→ x

xf
x

， 2
1
)(lim

1
=

−−→ x
xf

x
，证明：

1、至少存在 )1,0(∈ξ ，使 0)( =ξf ；2、至少存在 )1,0(∈η ，使 )()( ηη ff =′′ 。 

证：1、 01)(lim
0

>=
+→ x

xf
x

，由保号性， 01 >∃δ ， ),0( 1δ∈∀x ，有： 0)( >xf ， 



             

可取 ),0( 11 δ∈x ，使 0)( 1 >xf ； 

02
1
)(lim

1
>=

−−→ x
xf

x
， 02 >∃δ ， )1  ,1( 2δ−∈∀x ，有： 0)( <xf ， 

可取 )1,1( 22 δ−∈x ，使 0)( 2 <xf 。 

由介值定理结论正确。                                     （4 分） 

      2、 1)(lim
0

=
+→ x

xf
x

，得 0)0( =f ； 2
1
)(lim

1
=

−−→ x
xf

x
，得 0)1( =f ；又由 1 得， 0)( =ξf 。 

令 ( ) ( )xg x e f x−= ，在 ],0[ ξ 和 ]1,[ξ 上分别应用罗尔定理知 

)1,(),,0( 21 ξξξξ ∈∈∃ ，使 1 2
1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0g g e f f e f fξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ− −′ ′ ′ ′= = − = − = ，即 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0f f f fξ ξ ξ ξ′ ′− = − = ， 

再令 ( ) ( ( ) ( ))xF x e f x f x′= − ，在 ],[ 21 ξξ 上再应用罗尔定理知 

     ),( 21 ξξη ∈∃ ，使 ( ) ( ( ) ( )) 0F e f fηη η η′ ′′= − = ，即 

( ) ( )f fη η′′ = 。                                 （10 分） 

 

四、（本题 8分）设曲线 cos (0 )
2

y x x π
= ≤ ≤ 与 x 轴，y 轴所围图形面积被曲线 sin , sin ( 0)y a x y b x a b= = > >

三等分，求 ,a b。 

解：曲线 cosy x= 和 siny a x= 的交点坐标
1arctanx
a

= ，由题意知 

1arctan
2

0 0

1(cos sin ) cos
3

a x a x dx xdx
π

− =∫ ∫ ，解得 

                     4
3

a = 。             （4 分） 

同理，由 
1arctan

2
0 0

2(cos sin ) cos
3

b x a x dx xdx
π

− =∫ ∫ ，解得 

                       5
12

b = 。             （8 分） 

 

五、（本题 8 分）求 4cos arctan xx e dx
π

π−
⋅∫ 。 

解：原式= 4 4

0
(cos arctan cos ( ) arctan )x xx e x e dx

π −⋅ + − ⋅∫  

4

0
cos (arctan arctan )x xx e e dx

π −= +∫                   （3 分） 

而 2 2( ) (arctan arctan ) 0
1 1

x x
x x

x x

e ef x e e
e e

−
−

−
′ ′= + = − =

+ +
， 



             

故 arctan arctan (0)
2

x xe e c f π−+ = = =  ，              （6 分） 

原式= 4 42
0 0

cos 2 cos
2 2

xdx xdx
πππ π

= ⋅ ⋅∫ ∫  

23 1 3
4 2 2 16

ππ π= ⋅ = 。                          （8 分） 

六、（本题 10 分）证明不等式：
sin π (1 ) (0 1)
π

x x x x> − < < 。 

证明：设
sin π( ) (1 ) (0 1)
π

xF x x x x= − − < < ,    

则 ( ) cosπ 2 1F x x x′ = + − ，
2( ) 2 πsin π π( sin π )
π

F x x x′′ = − = −  。 

令 ( ) 0,F x′ =  解得驻点为
10, ,1
2

x = ，在区间
1(0, )
2

上，
2( ) π( sin π )
π

F x x′′ = − 仅有唯一的一个零点 1ξ ，

且当 10 x ξ< < 时， ( ) 0F x′′ > ，当 1
1
2

xξ < < 时， ( ) 0F x′′ < 。        （4 分） 

又
1(0) ( ) 0
2

F F′ ′= = , 因此在
1(0, )
2

上， ( ) 0F x′ > ，从而在
1(0, )
2

上， ( )F x 单调增加，且 ( ) (0) 0F x F> = 。

类似地，在区间
1( ,1)
2

上，
2( ) π( sin π )
π

F x x′′ = − 仅有唯一的一个零点 2ξ ，且当 2
1
2

x ξ< < 时， ( ) 0F x′′ < ，

当 2 1xξ < < 时， ( ) 0F x′′ > 。                                   （7 分） 

又
1( ) (1) 0
2

F F′ ′= = ，因此在
1( ,1)
2

上， ( ) 0F x′ < ，从而 ( )F x 在
1( ,1)
2

上单调减少，且 ( ) (1) 0F x F> = 。

综上所述， ( )F x 在区间 (0,1) 上恒大于零，即 ( )F x 在 [0,1] 上的最小值为 (0) 0 (1)F F= = ，即

( ) 0, (0,1)F x x> ∀ ∈ ，从而不等式成立。                         （10 分） 

 

七、（本题 8 分）在[ ]0,2π 上 ( )f x′′ 连续，且 ( ) 0f x′′ ≥ ，证明 
2

0
( ) cos 0f x xdx

π
≥∫ 。 

解：
2 2

0 0
( ) cos ( ) sinf x xdx f x d x

π π
=∫ ∫  

22

0 0
( )sin ( )sinf x x f x xdx

ππ ′= − ∫  

2

0
( ) cosf x d x

π
′= ∫  

22

0 0
( ) cos ( ) cosf x x f x xdx

ππ′ ′′= − ∫                 （4 分） 

2

0
( (2 ) (0)) ( ) cosf f f x xdx

π
π′ ′ ′′= − − ∫  

2 2

0 0
( ) ( ) cosf x dx f x xdx

π π
′′ ′′= −∫ ∫  

2

0
( )(1 cos ) 0f x x dx

π
′′= − ≥∫ 。                    （8 分） 

 



             

八、（本题 8 分）求 2
0

ln sin xdx
π

∫ 。 

解： 2 2
0 0

ln sin ln(2sin cos )
2 2
x xxdx dx

π π

=∫ ∫  

2 2
0 0

ln 2 ln sin ln cos
2 2 2

x xdx dx
π ππ

= + +∫ ∫  

4 4
0 0

2 ln 2 2 ln sin 2 ln cos
2

x t tdt tdt
π ππ

= + +∫ ∫  

 4 4
0

2

 t -x ln 2 2 ln sin 2 ln sin2 2
xdx xdx

π π

π
ππ= + −∫ ∫           （6 分）  

4 2
0

4

ln 2 2 ln sin 2 ln sin
2

xdx xdx
π π

π
π

= + +∫ ∫ 。 

2
0

ln 2 2 ln sin ln 2
2 2

xdx
ππ π

= + = −∫ 。                  （8 分） 

九、（本题 10 分）设定义在[0,1]上的可微函数 )(xf 满足 0)( >≥′ Mxf ，证明：存在[0,1]的一个子区间 I，

其长度为
4
1
，对于 ∈x I，有 Mxf

4
1|)(| ≥ 。 

证 由于 0)(' >xf ，可知 )(xf 单调增加，应用拉格朗日中值定理，有 Mfff
4
1

2
1

4
3)('

2
1

4
3

≥





 −=






−






 ξ ，

若 0
2
1

≥





f ，则区间[ 1,

4
3 ]为所求，在此区间内 Mxf

4
1|)(| ≥ 。    （5 分） 

若 0
2
1

<





f ，则在[

2
1,

4
1 ]上有 

Mxfff
4
1

4
1

2
1)('

4
1

2
1

≥





 −=






−








， 

Mff
4
1

2
1

4
1

−





≤








， Mf
4
1|

4
1| ≥







， 

区间[0,
4
1 ]为所求，在此区间内 Mxf

4
1)]([ ≥ 。                  （10 分） 

十、（本题 10 分）1、证明方程 2ln(1 ) (0, )x x= + +∞在 内有唯一实根ξ ； 

   2、任取 ξ>1x ， )1ln(21 nn xx +=+  ( 1, 2, )n = ⋅⋅⋅  ，证明 ξ=
∞→ nn

xlim 。 

解：1、 )1ln(2)( xxx +−=ϕ ， 0>x ， 

x
x

x
x

+
−

=
+

−=′
1

1
1

21)(ϕ ， 



             

0)( =′ xϕ ， 1=x （唯一）。 

x
 

(

0,1) 
1 

(1,

+∞ ) 

ϕ′
 - 0 + 

(ϕ
 

0
↘ 

l21−
 

↗

+∞  

 

∃⇒ 唯一 ),1( +∞∈ξ ，使 0)( =ξϕ 。                              （4 分） 

2、 ξ>1x , 112 )1ln(2)1ln(2 xxx <+=<+= ξξ   （ 0)( 0 >xϕ ）， 

设： 1−<< nn xxξ nnn xxx <+=<+=⇒ + )1ln(2)1ln(2 1ξξ ( 0)( >nxϕ )， 

故， }{ nx 单调减且有下界。 

∴ axnn
=

→∞
lim 存在，在 )1ln(21 nn xx +=+ 两边取极限。得 )1ln(2 aa += , ξ=a 。（10 分） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 


	（6分）
	。                 （8分）
	解：曲线和的交点坐标，由题意知
	，解得
	。             （4分）
	同理，由
	，解得
	。             （8分）
	五、（本题8分）求 。
	解：原式=
	（3分）
	而，
	故 ，              （6分）
	原式=
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	十、（本题10分）1、证明方程内有唯一实根；

