
2024年大连市数学竞赛试题(数学专业)答案 

一、(15分）在空间直角坐标系内，有一个曲面 2222:S Rzyx =++ ， 0R  .过S外

一点 ),,( 000 zyxA 作与 S相切的所有直线.请证明所有这些切线的切点都落在同一个平面

P上，并求出平面P的方程. 

 

方法一：曲面 2222:S Rzyx =++ 是以坐标原点O为球心，R为半径的球面.设

),,( 111 zyxM 是满足题意的任意一个切点，则 90OMA = ， OM R= .而

2 2 2

0 0 0OA x y z= + + ，由勾股定理得
2 2 2 2

0 0 0AM x y z R= + + −  

                  …………………………………………（3分） 

这说明切点M 落在球面S与 2 2 2 2 2 2 2

1 0 0 0 0 0 0S :( ) ( ) ( )x x y y z z x y z R− + − + − = + + − 的交

线上。两个球面相交的交线是圆，因此所有这些切线的切点都落在同一个平面P上. 

                               …………………………………………（3分） 

平面P的法向量可取为 AO，设其方程为 0 0 0 0x x y y z z D+ + − = . 

                  …………………………………………（2分） 
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                              …………………………………………（2分） 

由点与平面的距离公式得 
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                  …………………………………………（3分） 

所以
2D R= ，平面P的方程为 2

0 0 0x x y y z z R+ + = . 

                  …………………………………………（2分） 

方法二：设 ),,( 111 zyxM 是满足题意的任意一个切点，则直线 AM 的方程可写作 
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                             …………………………………………（3分） 

将上述参数方程与曲面 2222:S Rzyx =++ 联立得 



22
011

2
011

2
011 )]([)]([)]([ Rzztzyytyxxtx =−++−++−+ .  

                …………………………………………（2分） 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1[( ) ( ) ( ) ] 2( )x x y y z z t x y z x x y y z z t x y z R− + − + − + + + − − − + + + =

                              …………………………………………（2分） 

其中，因为 ),,( 111 zyxM 在曲面S上，所以 2 2 2 2

1 1 1x y z R+ + = ，从而化简得 

2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0[( ) ( ) ( ) ] 2( ) 0x x y y z z t R x x y y z z t− + − + − + − − − = . 

                              …………………………………………（2分） 

因为直线 AM 与S相切，切点为M ，所以上述关于 t的一元二次方程有二重根 0=t ，也

就是说 

2

1 0 1 0 1 0x x y y z z R+ + = . 

                  …………………………………………（3分） 

可见，所有这些切线的切点都满足 2

0 0 0x x y y z z R+ + = ，而且 0 0 0x y z、 、 不全为 0，这说明

所有这些切线的切点都落在同一个平面P上，平面P的方程即为 2

0 0 0x x y y z z R+ + = . 

                               …………………………………………（3分） 

——————————————————————————————————————— 

 

二、（15分）设m（ 2m  ）次多项式 ( ) [ ]g x x 在有理数域 上不可约，矩阵
n nA 

且 ( ) 0g A = ，试问： 

（1） A是否在有理数域 上可对角化？请说明理由。（6分） 

（2） A是否在复数域 上可对角化？请说明理由。（9分） 

 

解：（1） A在有理数域 上不可对角化。               ……………（2分） 

若不然，则 A的特征值必有理数。由于 ( ) 0g A = ，可知 ( ) 0g  = ，即 ( )g x 在有理数域

上有有理根，与 ( )g x 在有理数域 上不可约矛盾。      ……………（4分） 

（2） A在复数域 上必可对角化。                    ……………（2分） 

因为 ( )g x 在有理数域 上不可约，则 ( ( ), '( )) 1g x g x = ，即 ( )g x 没有重因式。故 ( )g x 在

复数域 上没有重根。                               ……………（3分） 

由 ( ) 0g A = 知，A的最小多项式 ( ) | ( )Am x g x ，则 ( )Am x 在复数域 上没有重根。于是 A

在复数域 上必可对角化。                           ……………（4分） 

 



三、（ 20 分）设  为数域 上的 n 维线性空间 V 的线性变换，其最小多项式

1 2( ) ( ) ( )m x m x m x = ，其中 1( )m x 与 2 ( )m x 是数域 上两个互素的首项系数均为 1 的多项

式。令  1 1| ( ) 0V V m  =  = ，  2 2| ( ) 0V V m  =  = 。 

证明：（1） 1V 与 2V 均为V 的子空间，且是 的不变子空间。（8分） 

     （2） 1 2V V V=  。（12分） 

证明：（1）显然 1V 与 2V 均为V 的非空子集。设任意 1 , 1 1V  ，任意 k ，有 

1 1 1 1( ) ( ) 0m m   = = ， 

则 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( ) ( ) 0m m m      + = + = ， 1 1 1 1( )( ) ( ) 0m k km   = = 。 ……（4分） 

从而 1 1 1( ) V +  ， 1 1k V  。故 1V 为V 的子空间。 

由于 1 1 1 1( )( ( )) ( ) 0m m     = = , 即 1 1( ) V   ，故 1V 是 的不变子空间。 

同理， 2V 为V 的子空间，且是 的不变子空间。                     ……（4分） 

（2）易知 1 2V V+ 为V 的子空间，从而 1 2V V V+  。             ……（2 分） 

由 1( )m x 与 2 ( )m x 互素知，存在多项式 ( )u x 与 ( )v x 使 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) 1u x m x v x m x+ =  

从而 1 2( ) ( ) ( ) ( )u m v m    + = 为单位变换。                 ……（2分） 

对任意 V  有 
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        ……（2分） 

由 1 2( ) ( ) ( )m x m x m x = 是 的最小多项式可知 

1 2( ) ( ) ( ) 0.m m m   = =  

于是 

1 2 1 2

2 1 2 1

( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
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即 2 1( ) ( )m v V    ， 1 2( ) ( )m u V    。     



从而 1 2V V  + ，进而 1 2V V V + 。故 1 2V V V= + 。           ……（3分） 

对于任意 1 2V V   有 1 2( ) ( ) 0m m   = = ，则 

1 2

1 2

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) 0

u m v m

u m v m

      

     

= = +

= + =
 

即 1 2 {0}V V = 。故子空间的和 1 2V V+ 为直和。 

综合可知： 1 2V V V=  。                                ………………（3分） 

——————————————————————————————————————— 

 

四、(10分)设函数列 ( ) 2ln ln lnn

nf x x x x= + + +  

证明：1）对任意的正整数 n ， ( ) 1nf x = 在 ( )1,e 内有唯一实根 nx 。（3分） 

2）数列 nx 极限存在，并求其极限。（7分） 

证明：1）因为 ( )nf x 在 1,e 连续且单调递增，且 

( )1 0 1nf =  ， ( ) 1nf e n=  ， 

所以，由连续函数的介值定理有 ( ) 1nf x = 在 ( )1,e 内有唯一实根 nx . …………（3分） 

2) 因为数列 nx 在 ( )1,e 内,所以为有界数列，下证 nx 单调递减. 

若存在 1n nx x + ，则 1ln lnn nx x + ，从而有 

2 2 1

1 1 1 11 ln ln ln ln ln ln ln 1n n n

n n n n n n nx x x x x x x+

+ + + += + + +  + + + + =  

产生矛盾，所以 nx 单调递减且有界， nx 极限存在.     ………………（4分） 

   不妨设 lim n
n

x a
→

= ，则 [1, )a e . 而 
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注意到 [1, )a e ，对于任意的 ( , )q a e ，存在自然数 N ，使得1 nx q  ， 

( )
110 ln ln 1

nn

nx q
++   ，故 1limln 0n

n
n

x+

→
= . 

对（1）式两边同时取极限
ln

1
1 ln

a

a
=

−
，所以 lim n

n
x e

→
= . ………………（3分） 



五、(10分)设 
0n n

a


=
是一个严格单调递增的自然数列， 

1）判断级数
0 0 1

( 1)n

n na a a



=

−
 的收敛性。（3分） 

2）判别其和为有理数还是无理数，并给出证明。（7分） 

证明：1）因为 
0n n

a


=
是一个严格单调递增的自然数列， 

所以
0 1

( 1) 1

2

n

n

na a a

−
 ，而

0
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2n
n



=

 收敛，故
0 0 1

( 1)n

n na a a



=

−
 绝对收敛.  …………（3 分） 

2) 
0 0 1

( 1)n

n na a a



=

−
 是无理数.                                               

证明：(反证法) 

假设
0 0 1

( 1)n

n n

q

a a a p



=

−
= ，其中 ,p q均为自然数，则
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a a a p a
−   ， 
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从而
1 0 0

1 1 1

1

q

a a p a
  

+
，即 0p qa q−  .     ………………（4分） 

注意到
1
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−
 是无理数.  ……（3分）  

——————————————————————————————————————— 

 

六、（10分）设函数 ( )xf 在 ]1,0[ 上二阶可导，并满足 ( ) 1f x  ，若 ( )xf 在 (0,1) 内取到

最大值
1

2024
，证明： ( ) ( )

507
0 1

1012
f f+  。 

证明：因为 ( )xf 在 ]1,0[ 上二阶可导，且在 (0,1) 内取到最大值
1

2024
，由介值定理及费

马定理知存在 0 (0,1),x  使得 ( )0

1

2024
f x = 且 ( )0' 0f x = 。 ………………（3分） 

以 0 1x x= =及 分别代入函数 ( )xf 在点 0x 的 Taylor展开，则分别存在 



 0(0, )x  及 0( 1)x ，使得 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0 0 0

1 1 1
0

2 2024 2
f f x f x x f x f x   = − + = +   

和  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0 0 0

1 1 1
1 (1 ) (1 ) (1 )

2 2024 2
f f x f x x f x f x   = + − + − = + −  

                                                      ………………（4分） 

又 ( ) 1,f x   所以， 

( ) ( )0 1f f+  2 2

0 0

1 1 1 1
(1 )

2024 2 2024 2
x x+ + + −

1 1 507

1012 2 1012
 + = 。 

                                                     ………………（3分） 

 

七、（10分）设
2 0AC B−  ，求

2 22z Ax Bxy Cy= + + 在
2 2 1x y+  上的最大值与最小值

之和。 

解：因为在
2 2 1x y+  内，

2 2 0

2 2 0

x

y

z Ax By

z Bx Cy

 = + =

 = + =

即
0

0

Ax By

Bx Cy

+ =


+ =
， 

因为 2 0
A B

AC B
B C

= −  ，所以驻点方程只有唯一解 (0,0)，且 (0,0) 0z = 。 

………………（3 分） 

在边界
2 2 1x y+ = 上，令 ( )2 2 2 22 1L Ax Bxy Cy x y= + + − + −

 

令

2 2

2 2 2 0 (1)

2 2 2 0 (2)
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由 (1) (2)
2 2

x y
 + 可得 

( )2 2 2 22 0Ax Bxy Cy x y+ + − + =  
2 22Ax Bxy Cy  + + = 。   

由 (1),(2)整理得
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( ) 0

A x By
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



− + =


+ − =
这是一个关于 ,x y的二元齐次线性方程，要此方程组有

非零解，则其系数行列式等于零，即 ( )2 20 ( ) 0
A B

A C AC B
B C


 



−
=  − + + − =

−
，

且
2 0AC B−  ，则 



2 2

1

( ) 4
0

2

A C A C B


+ + − +
=  ，

2 2

2

( ) 4
0

2

A C A C B


+ − − +
=  。 

………………（4分） 

设 1 对 应 点 ( )1 1,x y ； 设 2 对 应 点 ( )2 2,x y ， 则 将 (0,0) 0z = ，

( ) 2 2

1 1 1 1 1 1 1, 2f x y Ax Bx y Cy = + + = ， ( ) 2 2

2 2 2 2 2 2 2, 2f x y Ax Bx y Cy = + + = 比较之，

可得 max 1z = ， min 2z = ，且 max min 1 2z z A C + = + = + 。      ………………（3 分）
 

—————————————————————————————————————— 

八 、（ 10 分 ） 讨 论 函 数 ( ) cos(sin )f x x= 和 ( ) cosg x x x= 在 [0, )+ 上 的                

一致连续性并给出相应证明。 

证明：1. 下证函数 ( ) cos(sin )f x x= 在[0, )+ 上一致连续.  ………………（1分） 

, [0, )x x   + ，由拉格朗日中值定理知，至少存在一  介于 ,x x  之间，使得

( ) ( ) sin(sin )cosf x f x x x x x      − = − −  −  

由李普希兹条件知 ( ) cos(sin )f x x= 在[0, )+ 上一致连续. ………………（3分） 

2. ( ) cosg x x x= 在[0, )+ 上不一致连续.      ………………（1分） 

因为
2

0, ,  sin .
2

x x x




 
   

 
 选取
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2 2 4 1
n nx n y n

n

 
 = + = + +

+
  

   则 lim( ) 0n n
n

y x
→

− = 。                          ………………（2分） 

但 

( )

1 1
( ) ( ) 2 cos 2

2 4 1 2 4 1

1 1 2
                              2 sin 2 1

2 4 1 4 1 2 4 1

n n n nf y f x y cosy n n
n n

n n
n n n

 
 

 
 



   
− = = + + + +   

+ +   

   
= + +  + =   

+ + +   

， 

因此  lim ( ) ( ) 0n n
n

f y f x
→

−  ，从而 ( ) cosg x x x= 在[0, )+ 上不一致连续。 

………………（3分） 


