
学 校
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考 号

大连市第三十一届高等数学竞赛试题（A）答案
题号 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十 总分

分数

考生注意： 考试时间 150 分钟 试卷总分 100 分

一、填空题（本大题共 10小题，每小题 2分，总计 20分）

1、
3

( )
sin
x xf x

x


 的可去间断点的个数为 3.

2、设






ty
tx

cos
1 2

，则 _____2

2

d
d
x
y

. 34
cossin
t

ttt 

3、 1y x
x

  渐近线的条数为 .2

4 、 设 ( )y y x , 若
1 1, (0) 1ydx dx y
y

     , 且 x 时 0y , 则

y  _____________ .
xy e

5、当 0x 时，函数
2( ) ln(1 )f x ax bx x    与

2

( ) cosxg x e x  是等价无穷小，则

ab  ________. 2

6、设 L为 1x y  ，则 ( )
L
x y x ds   ____________.2 2

7、微分方程 044  yyy 的通解为 ____________. 2
1 2( ) xy C C x e 

8、曲面 arctan yz
x

 在点 (1,1, )
4


处的切平面方程为____________.

2
2

x y z 
  

9、 已知 2 2 2

dSI
x y z


  ，其中  是介于平面 0z  及 1z  之间的圆柱面

2 2 1x y  , 则 I  .
2

2


10、 2 2(y )I z dV


  ，其中是 xoy面上曲线 2 2y x 绕 x轴旋转而成的曲面与平

面 5x  所围成的闭区域，则 I  ____________.
250
3



阅卷人

得 分



二、（本题 10 分）设  xf 连续，    dtxtfx 
1

0
 ，且

  A
x
xf

x


0
lim ( A为常数)，

求  x 并讨论  x 在 0x 的连续性.

解 由
  A
x
xf

x


0
lim 、  xf 连续知     0000  ,f .………………………………………………………………………..….2分

令 0 xuxt , ，则

 
 
x

duuf
x

x


 0 ……………………………………………………………………….…………………………………………………………... 4分

0x 时，

 
   

2
0

x

duufxxf
x

x


 ………………………………………………………………..………………………………………... 6分

     

   
22

limlim

0lim0

02
0

0

0

A
x
xf

x

duuf

x
x

x

x

x

x














故

 
   



















0
2

02
0

xA

x
x

duufxxf

x

x

,

,
 …………………………………………………………………………………………………………..... 8分

0
20 0

( ) ( )
lim '( ) lim

x

x x

xf x f t dt
x

x


 


 

0
20 0

( )( )lim lim

x

x x

f t dtf x
x x 

  

0

( )lim '(0)
2 2x

f x AA
x




   

所以  x 在 0x 连续…………………………………………………………………………………………………………….…………………..…10分
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三、（本题 8 分）设 ( )f x 在 ( , )  上可导， (0) 0f  ，

| '( ) | ( )f x f x ，则 ( ) 0f x  .

证明：首先证明在对每个非负整数 , ( )n f x 在
1[ , ]

2 2
n n

上恒等于零.这就得到在 [0, ) 上

( )f x 恒为零.

当 0n  时,设点 0x ,使得 0 1[0, ]
2

| ( ) | max{| ( ) |}
x

f x f x


 ,……………………………………………………. 2分

则由拉格朗日中值定理得到存在
1(0, )
2

  使得 0 0( ) '( )f x f x ,这时

0 0 0
1 1| ( ) | | '( ) | | ( ) | | ( ) |
2 2

f x f x f f x    , 所 以 0| ( ) | 0f x  , 因 此 在
1[0, ]
2

上 ,

( ) 0.f x  ……………………………………………………………………………………………………………………. 4分

设 ( )f x 在
1[ , ]

2 2
n n

上 恒 等 于 零 , 那 么 在 区 间
1 2[ , ]

2 2
n n 

上 , 设 点 0x 使 得

0 1 2[ , ]
2 2

| ( ) | max {| ( ) |}
n nx

f x f x
 



 ,则由拉格朗日中值定理得到存在
1 2( , )

2 2
n n  

 使得

0 0
1( ) '( )( )

2
nf x f x 

  ,这时

0 0 0
1 1 1| ( ) | | '( )( ) | | ( ) | | ( ) |

2 2 2
nf x f x f f x 

    ………………………………………..…………6分

所以 0| ( ) | 0f x  ,因此在
1 2[ , ]

2 2
n n 

上 ( ) 0.f x  由归纳法可见在[0, ) 上 ( ) 0.f x  同理

可证明在 ( ,0] 上 ( ) 0.f x  ……………………………………………………………………………………... 8分

阅卷人

得 分



四、（本题 8 分）设 a b c  , ( )f x 在 [ , ]a c 上具有二阶导数 ''( )f x ,则 ( , )a c  ,使

( ) ( ) ( ) 1 ''( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 2

f a f b f c f
a b a c b a b c c a c b

  
     

..

证明 设
1( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
2

F x f x b c f b c x f c x b K x b x c b c          ,………………………………….. 2分

则 ( ) 0 ( ) ( )F a F b F c   ,………………………………………………………………………………………………………………………... 4分

由罗尔定理, 得

1'( ) 0F   , 1 ( , )a b  , 2'( ) 0F   , 2 ( , )b c  ,…………………………………………………………………………………………...6分

1 2''( ) 0, ( , ) ( , )F a c      ,

又 ''( ) ''( )( ) ( )F x f x b c K b c    ,

所以, ''( )K f  .故原命题成立. ………………………………………………………………………………………………………………….. 8分

五、（本题 8 分）极限
1

1lim ( )
(1 )

x

xx

x e x
x









解 原式
1lim ( )

(1 )

x

xx

xx e
x




 



ln 11lim ( )
xx
x

x
x e e


  ………………………………………………………………………………………………………... 2分

ln 11 1lim ( 1)
xx
x

x
xe e

 


 

1lim ( ln 1)
1x

xxe x
x




 


…………………………………………………………………………………………………….. 4分

1

0

1
1 ln 111

lim
t

t
t

te
t








 ,…………………………………………………….……………………………………………..…. 6分

1 1 1
2 20 0

1ln ln(1 ) 11lim lim
2t t

t t tte e e
t t 

  

 

     ……………………………………………………………. 8分

阅卷人

得 分
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六、（本题 10 分）已知函数 ( , )f x y 满足
( , ) 2( 1)f x y y
y


 


,且

2( , ) ( 1) (2 ) lnf y y y y y    ,求曲线 ( , ) 0f x y  所围图形绕直线

1y   旋转所成旋转体的体积.

解 由
( , ) 2( 1)f x y y
y


 


,可知, 2( , ) 2( 1) ( 1) ( )f x y y dy y x     ,…………… 2分

又

2( , ) ( 1) (2 ) lnf y y y y y    ,得

2 2( 1) (2 ) ln ( 1) ( )y y y y y      ,……………………………………………………………………. 4分

则

( ) (2 ) lny y y    ,曲线 ( , ) 0f x y  的方程为

2( 1) (2 )ln (1 2)y x x x     ,………………………………………………………………………..…. 6分

其所围图形绕直线 1y   旋转所成旋转体的体积为

2 22

1 1

5( 1) (2 ) ln (2ln 2 )
4

V y dx x xdx         .……………………………………….. 10分

七、（本题6分）试证：若  z ,z x y 为封闭的光滑曲面， l为任

意固定的已知方向，则  cos , 0
S

dS  n l ,式中n为曲面的外

法线向量.

证明 设 1l ( , , )a b c 为 l方向的单位向量, 1n 是外法线的单位向量: ……2分

1 (cos ,cos ,cos )  n ,则

cos( , ) cos cos cosa b c     1 1n l l n ……………………………. 4分

由高斯公式,得:

 cos , ( cos cos cos )
S S

dS a b c dS     n l 

( ) 0 0
V V

a b c dxdydz dxdydz
x y z
  

    
    .……………………………………………..………… 6分

阅卷人

得 分

阅卷人

得 分



八、（本题10分）求函数   2 3z , ( )( )f x y y x y x    的极值.

解 求偏导得

' 3

' 2 3

z (2 3 5 ) 0

z 2 0
x

y

x y xy x

y x x

     


   
驻点为

2 10(0,0), (1,1), ( , )
3 27

.………………………………..…. 2分

'' 3 2 '' ''z (2 3 5 ) (3 15 ), z (2 3 ), z 2.xx xy yyy xy x x y x x x         

代入 (0,0),则

''

''

''

A=z (0,0) 0,
B=z (0,0) 0,

(0,0) 2

xx

xy

yyC z

 
 


 

则 2 0AC B  ，故充分条件失效，………………………….…… 4分

当 0x 时，取 2 3 2 3 5 5( 0), ( )( ) ( ),y x kx k z y x y x kx o x        则

5 5

5 50 0

( , ) ( )lim lim 0
x x

f x y kx o x k
x x 


   ，由极限的保号性知，存在 0  ，

当 ( ,0)x   时， 5

( , ) 0f x y
x

 ， ( , ) 0 (0,0),f x y f 

当 (0, )x  时， 5

( , ) 0f x y
x

 ， ( , ) 0 (0,0),f x y f 

故， (0,0)不是极值点; …………………………………………………………………………………………………………..…….. 6分

代入 (1,1),则

''

''

''

A=z (1,1) 12,
B=z (1,1) 5,

(1,1) 2

xx

xy

yyC z

 
  


 

则 2 0AC B  ，故 (1,1)不是极值; ………………………………….…… 8分

代 入
2 10( , )
3 27

,

''

''

''

2 10 100A=z ( , ) ,
3 27 27
2 10 8B=z ( , ) ,
3 27 3
2 10( , ) 2
3 27

xx

xy

yyC z

 

  

  

2 0, 0AC B A   , 故
2 10( , )
3 27

是 极 小 值 点 , 故

2 10 4( , )
3 27 729

z   为极小值. ………………………………………………………………………………………………………………….… 10分
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九 、 （ 本 题 10分 ） 设 连 续 可 微 函 数  z ,z x y 由 方 程

( , ) 0F xz y x yz   （其中 ( , )F u v 有连续的偏导数）唯一确定, L

为正向单位圆周. 试求：
2 2( 2 ) (2 )

L

I xz yz dy xz yz dx   

证明 令 2 2( , ) 2 , ( , ) 2P x y xz yz Q x y xz yz     ，

则 2 22( ) , 2( ) ,Q z P zxz y z x yz z
x x y y

   
      

   
…………………………………. 2分

利用格林公式

2 2 2 2

2

1 1

( ) 2 ( ) ( ) )
x y x y

Q P z zI dxdy xz y x yz z dxdy
x y x y

   

   
      

     ……. 4分

方 程 0F  对 x 求 导 ， 得 到 ， ( ) (1 ) 0u v
z zz x F y x F
x x
 

    
 

即

u v

u v

zF Fz
x xF yF


 

 
, 同样，可得 u v

u v

F zFz
y xF yF




 
………………………………………………….…. 8分

于是 ( ) ( )z zxz y x yz
x y
 

  
 

( )( ) ( )( )u v u v

u v u v

xz y zF F x yz F zF
xF yF xF yF
   

  
 

2 2(1 ) (1 )u v

u v

xF z yF z
xF yF

  




21 z 

2 2 1

2 2
x y

I dxdy 
 

  ………………………………………………………………………….10分

阅卷人

得 分



十、（本题 10分）已知 0 1
11,
2

a a  ,且当 2n  时,有 1
1[ ( 1)]
2n nna n a    ,证明当 | | 1x 

时,幂级数
1

n
n

n
a x




 收敛，并求和函数.

解 由于 1

1( )
2lim | | lim | | 1

n
n

n n
n n

n aa
a na


 


  ,所以当 | | 1x  时,

幂级数
1

n
n

n
a x




 收敛. ………………………………………………………………………………………………………………….…. 2分

令
1

( ) n
n

n
S x a x





 ,则 1
1

2
'( ) n

n
n

S x a na x






  ……………………………………………………………………………... 4分

1
1

2

1 1[ ( 1)]
2 2

n
n

n
n a x







   

1 1
1 1

2 2

1 1 ( 1)
2 2

n n
n n

n n
a x n a x

 
 

 
 

     …………………………………………………… 6分

1
1 0

1 1

1 1 ( )
2 2

n n
n n

n n
a x a na x

 



 

    

1 ( ) '( )
2
S x xS x  …………………………………………………………………………………… 8分

解微分方程
'( ) 1 , (0) 1
( ) 2(1 )

S x S
S x x

 


,得
1( )
1

S x
x




.

故幂级数的和函数为
1
1 x

.……………………………………………………………………………………………………………….. 10分
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