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大连市第三十一届高等数学竞赛试题（B）
题号 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十 总分

分数

考生注意： 考试时间 150 分钟 试卷总分 100 分

一、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，总计 20 分）

1、设
1

0
( ) sin

xe kf x tdt


  ，
3 4( ) 3 5g x x x  ，当 0x 时， ( )f x 与 ( )g x 为同阶无穷小，

则 k  2 .

2.函数

2

2

( 9) , 0
sin( )
( 4) , 0

2

x x x
xf x

x x x
x


 

 
  

的可去间断点为 1 22 3x x  ， .

3.方程
66 ln 6ln 7 0x x x    有 2 个实根.

4.函数
2 3 2( ) ( 2 15) 2 3f x x x x x x     不可导点的个数是 2 个.

5.设
1( ) arctan
1

xf x
x





，则

(7) (0)f  6!或 720 .

6.设 ( )f x 可导， ( ) ( )(1 2sin )F x f x x  ，若 ( )F x 在 0x  处可导，则 (0)f  0 .

7. 2 2 2 2 2

1 2 3lim
1 4 9n

n n n n n
n n n n n

             
 1 ln 2

4 2

 .

8.设 2

0
(1 )sin ( 1,2,3)

k

kI x xdx k


   ，则 1 2 3, ,I I I 的大小关系为 2 1 3I I I  .

9.曲线
2y x 与直线 y x 所围的平面图形绕直线 1x  旋转一周所得的旋转体体积为

6

.

10.已知
2( 1)'( ) xG x e  ， (0) 0G  ，则

1

0
( )G x dx 

1 ( 1)
2
e  .

阅卷人

得 分



二、（本题 8 分）设数列 nx 满足 1 0n
n nx x   ，0 1nx  ，求 lim nn

x


.

解：令 ( ) 1nF x x x   ， (0) 1 0F    ， (1) 1 0F   ，

则 (0,1)nx  ，使 1 0n
n nx x   . (2分)

令 1( ) 1nG x x x   ， (1) 1 0G   ， 1( ) 1 1 0n n
n n n n nG x x x x x       ，

则 1 ( ,1)n nx x  ，使 1
1 1 1( ) 1 0n

n n nG x x x
      . (4分)

由于 1n nx x  ，所以数列 nx 单调递增，又已知0 1nx  ，可得数列 nx 收敛. (6分)

设 lim nn
x A


 ，有 lim lim 1 0n

n nn n
x x

 
   ，（1）

若0 1A  ，0 nx A  ，有0 n n
nx A  .

由于 lim 0n

n
A


 ，则 lim 0n

nn
x


 ，由（1）得 lim 1nn

x


 ，矛盾.

因此 1A  ，即 lim 1n
nn
x


 . (8分)

三、（本题 8 分）设函数 ( )f x 具有二阶连续导数，在 0x  的某去心邻域内 ( ) 0f x  ，

且
0

( )lim 0
x

f x
x

 ， ''(0) 6f  ，求

1

0

( )lim 1
x

x

f x
x

  
 

.

解：由
0

( )lim 0
x

f x
x

 ，有
0

lim ( ) 0
x

f x


 ，则 (0) 0f  . (2分)

0 0

( ) (0) ( )'(0) lim lim 0
0x x

f x f f xf
x x 


  


. (4分)

1 ( ) 1
( )

0 0

( ) ( )lim 1 lim 1
x f x

x f x x x

x x

f x f x
x x 

        
   

.

( )

0

( )lim 1
x
f x

x

f x e
x

   
 

， 20 0 0

( ) '( ) ''( ) 1lim lim lim ''(0) 3
2 2 2x x x

f x f x f x f
x x  

    . (6分)

因此

1

3

0

( )lim 1
x

x

f x e
x

   
 

. (8分)

阅卷人

得 分

阅卷人

得 分

共 4 页 第 1 页



学 校

姓 名

考 号

四 、（ 本 题 8 分 ） 设 函 数 ( )f x 有 二 阶 连 续 导 数 ， 且

(0) '(0) 0f f  ， ''(0) 0f  ，又设 ( )u u x 是曲线 ( )y f x 在点

 , ( )x f x 处的切线在 x轴上的截距，求
0

2lim
( )x

x
u x

.

解：曲线 ( )y f x 在点  , ( )x f x 处的切线方程为 ( ) '( )( )Y f x f x X x   .

令 0Y  ，得切线在 x轴上的截距
( ) '( ) ( )( )
'( ) '( )
f x xf x f xu x x
f x f x


    . (2分)

0

0

2lim
( )

2 '( )lim
'( ) ( )

x

x

x
u x

xf x
xf x f x








0

2 '( ) 2 ''( )lim
''( )x

f x xf x
xf x


 (4分)

0

'( )2 2 lim
''( )x

f x
xf x

  (6分)

0

'( ) '(0) 12 2lim
0 ''( )

12 2 ''(0)
''(0)

4.

x

f x f
x f x

f
f




  



  



(8分)

阅卷人

得 分



五、（本题 8 分）设函数 ( )f x 在[ , ]  上连续，且有 2

2( ) ( )sin
1 cos

xf x f x xdx
x




 

  ，

求 ( )f x .

解：设 ( )sinf x xdx A



 ，则 2

2( )
1 cos

xf x A
x

 


. (2分)

等式两边同时乘以 sin x再取积分，有 2

2 sin( )sin sin
1 cos
x xf x xdx dx A xdx

x
  

    
 

   .

由奇偶性可知 sin 0A xdx



 ， 2 20

2 sin sin4
1 cos 1 cos
x x x xdx dx

x x
 




   .

则有 20

sin( )sin 4
1 cos
x xA f x xdx dx

x
 


 

  . (4分)

设 x t  ，
0

2 2 20 0

( )sin sin sin4 ( 1) 4 4
1 cos 1 cos 1 cos

t t t t tA dt dt dt
t t t

 



 
   

     . (6分)

即 20

sin4
1 cos

tA dt A
t


 

 ，

2
2 2 00 0

sin cos2 2 2 arctan (cos ) .
1 cos 1 cos

t d tA dt t
t t

          
  

因此，
2

2

2( )
1 cos

xf x
x

 


. (8分)

六、（本题 8 分）求不定积分 2(1 )

xxeI dx
x


 .

解：

2(1 )

xxeI dx
x




1
1

xxe d
x

 
 (2分)

1 ( )
1 1

x
x xxe e xe dx

x x
   

  (4分)

1

x
xxe e dx

x
  

  (6分)

.
1

x
xxe e C

x
   


(8分)
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七、（本题 10 分）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 上可导，

求证： ( , )a b  ，使
( ) ( )'( ) f f af
b








.

证明：设 ( ) ( )( ) ( )F x f x b x xf a   ， (2分)

'( ) '( )( ) ( ) ( )F x f x b x f x f a    . (4分)

( )F x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 上可导，且 ( ) ( ) ( )F a bf a F b  ，

由罗尔定理，至少存在一点 ( , )a b  ，使 '( ) 0F   . (8分)

因此， '( ) '( )( ) ( ) ( ) 0F f b f f a        .

即
( ) ( )'( ) f f af
b








. (10分)

阅卷人

得 分



八、（本题 10 分）求证不等式： ( )
2

b a b ae e e e a b
b a
 

 


.

证明：设 a b .

令 ( ) ( )( ) 2( )x a x af x e e x a e e     ， x a ， ( ) 0f a  .

'( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )x x a x x x af x e x a e e e e x a e e         . (2分)

设 ( ) xg x e ， x a ， ( )g x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 上可导，

由拉格朗日中值定理，有 ( )x ae e e x a   ， ( , )a x  . (5分)

则 '( ) ( ) ( ) ( )( )x xf x e x a e x a e e x a        .

因此 '( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递增， ( ) ( ) 0f x f a  ， x a . (8分)

取 x b a  ，有 ( ) ( )( ) 2( ) 0b a b af b e e b a e e      .

即
2

b a b ae e e e
b a
 




. (10分)

阅卷人

得 分
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九、（本题 10 分）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上具有连续的导数，求证：

1( ) ( ) '( )max
b b

a aa x b
f x f x dx f x dx

b a 
 

   .

证明：(方法一)由积分中值定理， ( , )a b  ，使得 ( ) ( )( )
b

a
f x dx f b a  .

(2分)

又由于 '( ) ( ) ( )
x
f t dt f x f


  ，有 ( ) ( ) '( )

x
f x f f t dt


   ， (4分)

则 [ , ]x a b  ，有

( )
( ) ( ) '( ) ( ) '( ) '( )

b

x b ba

a a

f x dx
f x f f t dt f f x dx f x dx

b a
      




   .

(8分)

因此，
1( ) ( ) '( )max

b b

a aa x b
f x f x dx f x dx

b a 
 

   . (10分)

(方法二)由 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，可得 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，根据最值定理，

0 [ , ]x a b  ，使得 0( ) ( )max
a x b

f x f x
 

 .

由于
0

0'( ) ( ) ( )
x

x
f t dt f x f x  ， [ , ]x a b ，有

0
0( ) ( ) '( )

x

x
f x f x f t dt   .

(2分)

两边同时取积分，有  
0

0 0( ) ( )( ) ( ) '( )
b b b x

a a a x
f x dx f x b a f x dx f t dt dx       .

(4分)

则  
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) '( )
b b b x

a a a x
f x dx f x b a f x dx f t dt dx       ，

(6分)

有  0( ) ( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( )
b b b b b

a a a a a
f x b a f x dx f t dt dx f x dx f t dt b a          ，

(8分)

因此 0
1( ) ( ) ( ) '( )max

b b

a aa x b
f x f x f x dx f x dx

b a 
  

   . (10分)

阅卷人

得 分



十、（本题 10 分）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内 '( ) 0f x  ，求证：在 ( , )a b 内

存在唯一的 ，使曲线 ( )y f x 与两直线 ( )y f  ， x a 所围平面图形面积 1S 是曲线

( )y f x 与两直线 ( )y f  ， x b 所围平面图形面积 2S 的二倍.

解： 1 [ ( ) ( )]
a

S f f t dt


  ， 2 [ ( ) ( )]
b

S f t f dt


  ，

1 22S S ，即 [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )]
b

a
f f t dt f t f dt




     . (1分)

令 ( ) [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )]
x b

a x
F x f x f t dt f t f x dt     ， [ , ]x a b ， ( )F x 在[ , ]a b 上连续， (3分)

由于在 ( , )a b 内 '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单调递增，有

( ) 2 [ ( ) ( )] 0
b

a
F a f t f a dt    ， ( ) [ ( ) ( )] 0

b

a
F b f b f t dt   ，

由介值定理可知，至少存在一点 ( , )a b  ，使 ( ) 0F   ，

即 [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )]
b

a
f f t dt f t f dt




     . (5分)

( ) [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )] ( )( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )( )
x b x b

a x a x
F x f x f t dt f t f x dt f x x a f t dt f t dt f x b x             ， (6分)

'( ) '( )( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 '( )( ) 2 ( )F x f x x a f x f x f x f x b x f x        ，

'( ) '( )( ) 2 '( )( ) '( )[2( ) ( )] 0F x f x x a f x b x f x b x x a         ， (8分)

( )F x 单调递增，因此有且仅有一点 ( , )a b  ，使 ( ) 0F   ，

即有且仅有一点 ( , )a b  ，使 [ ( ) ( )] 2 [ ( ) ( )]
b

a
f f t dt f t f dt




     成立. (10分)
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	二、（本题8分）设数列满足
	则，使
	令，
	则，使
	由于，所以数列
	设，有
	若，
	由于，则
	因此，即

