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第八节 矩阵的秩

.

,

,        
2

阶子式的称为矩阵

阶行列式，的中所处的位置次序而得变它们在

不改个元素处的），位于这些行列交叉

列（行中任取矩阵在

kA

kA

knk

mkkkAnm


定义

例 ,

00000

32000

21130

11111





















A ,1
21

11




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.6

200

130

111



第八节 矩阵的秩

.

,

,        
2

阶子式的称为矩阵

阶行列式，的中所处的位置次序而得变它们在

不改个元素处的），位于这些行列交叉

列（行中任取矩阵在

kA

kA

knk

mkkkAnm


定义

例 ,

00000

32000

21130

11111





















A
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.)()(

0)(1

0        

ArAA

rAD

rD

rA

或的秩，记作秩矩阵

称为的最高阶非零子式，数称为矩阵那末

，全等于如果存在的话阶子式，且所有

阶子式的中有一个不等于设在矩阵



.)( 中非零子式的最高阶数即为的秩矩阵 AArA

. 个阶子式共有的矩阵 k
n

k
m CCkAnm 

零矩阵的秩规定为 0。

定义
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矩阵秩的性质：

(1) 若 A 为 nm 矩阵，则 ),min()(0 nmAr  ； 

(2) )()( ArAr T  ； )()( ArkAr  ( 0k )； 

(3) 若 A 有一个 r 阶子式不为零，则 rAr )( ；

若 A 的所有 1r 阶子式全为零，则 rAr )( ；

(4) 对于 n 阶方阵 A 而言，有 0||)(  AnAr ；

可逆矩阵也称为满秩矩阵。

;0||)(  AnAr
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定理 矩阵经初等变换后，其秩不变。

(5) 设 QP , 为可逆阵,则 )()( ArPAr  , )()( ArAQr  . 

事实上，因为P，Q均可逆，用P左乘A，或用Q右乘

A ，相当于对A施以一系列初等行变换和初等列变换，

并不改变A的秩。
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定理 同型的两个矩阵等价的充分必要条件是它们

的秩相等。

设 rBrAr  )()( ,

必要性是因为初等变换不改变矩阵的秩；









OO

OEr
则A和B都与 等价，

由矩阵等价的对称性和传递性知 A 与 B 等价。
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例1 .

174

532

321

的秩求矩阵















A

解 中，在 A

，阶子式只有一个的又 ||3 AA

.0
32

21


，且 0|| A

.2)(  Ar
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例2 的秩。求矩阵


























00000

34000

52130

23012

B

解 行，其非零行有是一个行阶梯形矩阵， 3B

.4阶子式全为零的所有B

,0

400

230

312




而 .3)(  Br
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若矩阵的每行第一个非零元的下方及左下方全为零，

则称之为阶梯形矩阵。






















00000

31700

05210

40232

















54000

10030

20021



















000

000

400

321



















00000

10000

01000

00310
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下面矩阵是阶梯形矩阵吗？






















00000

31720

05210

40232

















50010

10300

20021



















000

000

430

321

不是 不是 是
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(2) 任意一个矩阵都可以经过一系列的初等行变换化

为阶梯形矩阵；

初等变换不改变矩阵的秩；

(1) 阶梯形矩阵的秩等于其中非零行的行数。

矩阵秩的计算方法：

用初等行变换把矩阵化为阶梯形，则该阶梯形矩阵中

的非零行数就是所求矩阵的秩。

阶梯形矩阵的性质：
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例3

解

的秩．求矩阵设 AA ,

41461

35102

16323

05023

  

























41 rr 
A
























05023

35102

16323

41461

















  4 146 1 
11 3 40 

117 9 120  

128 12160  

42 rr 

13 2rr 
14 3rr 
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























12812160

1179120

11340

41461

 






















000

000

11340

41461

 

23 3rr 

24 4rr 

.3)(    Ar






















0

0

11340

41461

 
8400 

8400 

2   1 
00
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解

例4 求下列矩阵的秩：


















1

1

1

aa

aa

aa

A ，a 是参数。 


















1

1

1

aa

aa

aa

A



















22

22

10

10

1

  

aaa

aaa

aa
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1

1

1

||

aa

aa

aa

A 
11

11

1

)12(

a

a

aa

a  ,)12()1( 2  aa

（1） 1a 且
2

1
a 时, 3)(   ,0||  ArA   

解

例4 求下列矩阵的秩：


















1

1

1

aa

aa

aa

A ，a 是参数。 
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,)12()1(|| 2  aaA

（2） 1a 时,  


















111

111

111

A ,

000

000

111
















 ;1)(    Ar

解

例4 求下列矩阵的秩：


















1

1

1

aa

aa

aa

A ，a 是参数。 
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（3）
2

1
a 时，































1
2

1

2

1
2

1
1

2

1
2

1

2

1
1

A





















211

121

112

,

000

330

121





















.2)(    Ar

,)12()1(|| 2  aaA解

例4 求下列矩阵的秩：


















1

1

1

aa

aa

aa

A ，a 是参数。 
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P91，45、

设 A 为 n 阶矩阵，存在正整数 1k ，使 OAk 
(称 A 为幂零矩阵)，证明： AE  可逆，且 

.)( 121   kAAAEAE 

)()( 12  kAAAEAE  kk AE  ,E

.)( 121   kAAAEAE 

所以 AE  可逆，且有 


