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第一节 矩阵的特征值与特征向量

(一) 矩阵的特征值

设A 是一个n 阶方阵，如果存在一个数  ，

以及一个非零n 维列向量  ，使得 

定义

说明：

 A

则称  为矩阵 A 的特征值，而  称为矩阵 A 的属于

特征值  的特征向量。 

1、特征值问题是针对方阵而言的；

2、特征向量必须是非零向量；特征向量既依赖于
矩阵A，又依赖于特征值λ；

3、λ可为零，可不唯一 。
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特征值与特征向量的计算方法：

 A ,)(      AE

即要求齐次线性方程组   xAE )( 有非零解，

即方程 0||  AE 的根就是矩阵A的特征值，

相应齐次线性方程组的非零解即为特征向量。
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计算矩阵特征值和特征向量的一般步骤如下：

1、求特征方程 0||  AE 的全部根，即为矩阵 A 的

全部特征值； 

2、对每一特征值 i ，求出齐次线性方程组 

的一个基础解系 rn ,,, 21  ,其中 r 为 AEi  的秩；

  xAEi )(

则 A 的属于特征值 i 的全部特征向量为

其中 rnkkk ,,, 21  为不全为零的任意数。

,2211 rnrnkkk   
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例1 设 ,
21

78








A 求A的特征值与特征向量。

解
21

78
||









 AE

,0)9)(1(  

所以A的特征值为 .9,1 21  

716102  

，对 11   













11

77
AE ,

00

11










相应齐次线性方程组的基础解系为

因此属于特征值 11  的全部特征向量为 )0( 111 kk  ；

,
   

1 









1

1
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，对 92  

21

78
||









 AE .9,1 21  

相应齐次线性方程组的基础解系为

因此属于特征值 92  的全部特征向量为 )0( 222 kk  .















71

71
9 AE ,

00

71







 


,
   

2 









7

1
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例2 设 ,

120

010

112





















A 求A的特征值与特征向量。

解

120

010

112

||















 AE

,0)1)(1)(2(  

所以A的特征值为 .1,1,2 321  
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,

120

010

112

||















 AE .1,1,2 321  

，对 21  




















120

030

110

2 AE ,

000

100

110



















相应齐次线性方程组的基础解系为

因此属于特征值 21  的全部特征向量为 )0( 111 kk  ；

,   1



















1

0
0
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，对 12  

相应齐次线性方程组的基础解系为

因此属于特征值 12  的全部特征向量为 )0( 222 kk  ；























220

000

113

AE ,

000

110

113



















,   2



















1
1

0

,

120

010

112

||















 AE .1,1,2 321  
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，对 13  

相应齐次线性方程组的基础解系为

因此属于特征值 13  的全部特征向量为 )0( 333 kk  。 























020

020

111

AE ,

000

010

111



















,   3



















1

0
1

,

120

010

112

||















 AE .1,1,2 321  
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例3

解

314

020

112

||















 AE

,0)1()2( 2  

所以A的特征值为 .1),(2 21   二重根

设 求A的特征值与特征向量。,

314

020

112





















A
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.1),(2 21   二重根

，对 21  

相应齐次线性方程组的基础解系为

,)4,0,1(1
T

因此属于特征值 21  的全部特征向量为























114

000

114

2 AE ,

000

000

114















 



,)1,1,0(2
T

212211 ,( kkkk   不全为零)；

,

314

020

112

||















 AE
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，对 12  

相应齐次线性方程组的基础解系为

,)1,0,1(3
T

因此属于特征值 12  的全部特征向量为 )0( 333 kk  .

























414

030

111

AE ,

000

010

111















 



.1),(2 21   二重根,

314

020

112

||















 AE



14

练习

解

201

034

011

||















 AE

,)1)(2( 2 

求矩阵 























201

034

011

A  的特征值和特征向量。

所以 A 的特征值为 21  ， 132   。
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，对 21  

相应齐次线性方程组的基础解系为 ,)1,0,0(1
T

























001

014

013

2 AE




















010

010

001

,

201

034

011

||















 AE 21  ， 132    

,

000

010

001



















因此属于特征值 21  的全部特征向量为 11c ( 1c 为

任意非零常数) 
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，对 132   

相应齐次线性方程组的基础解系为 ,)1,2,1(2
T

























101

024

012

AE




















420

210

101

,

201

034

011

||















 AE 21  ， 132    

,

000

210

101



















因此属于特征值 132   的全部特征向量为 22c

( 2c 为任意非零常数) 
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练习

解

324

22

423

||















 AE

,)8()1( 2  

求矩阵 



















324

202

423

A  的特征值和特征向量。 

所以 A 的特征值为 121   ， 83  。

31 cc 

321

20

421














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，对 121   

相应齐次线性方程组的基础解系为

,)0,2,1(1
T

























424

212

424

AE

,

324

22

423

||















 AE 121   ， 83 

,

000

000

212



















因此属于特征值 121   的全部特征向量为 2211  cc 

( 21 , cc 为不全为零的任意常数) 

,)1,0,1(2
T
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，对 83  

相应齐次线性方程组的基础解系为 ,)2,1,2(3
T

























524

282

425

8 AE

,

324

22

423

||















 AE 121   ， 83 

























9180

9180

141

因此属于特征值 83  的全部特征向量为 33c ( 3c 为

任意非零常数) 

,

000

120

141






















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n阶方阵有n个特征值，可以是实数，可以是复
数，重根按重数计算。
实数方阵不一定有实数特征值。



21





















nn

n

n

a

aa

aaa









00

0 222

11211





















nnnn aaa

aa

a







21

2221

11

0

000



















n













00

00

00

2

1

对角阵、上三角阵、下三角阵，它们的特征值即为

主对角元。
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(二) 特征值与特征向量的基本性质

性质1 (1) 设 是矩阵 A 的属于特征值 0 的特征向量，

则对任意常数 0k ， k 也是A 的属于 0  的特征向量；

(2) 若  , 都是 A 的属于特征值 0 的特征向量，

则  lk  ),( 不全为零lk 也是A的属于 0  的特征向量。

证  A

)(  kA )( Ak )(k .)(  k

  AA ,

)(   lkA   lAkA   lk  .)(  lk 

(2) 可推广到多个特征向量。
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性质2 设 0 是矩阵A的特征值，是相应的特征向量，则

(1) 0k 是kA 的特征值（k 是任意常数）；

(2) 
m
0 是

mA 的特征值（m 是正整数）；

(3) 当 A 可逆时, 00  ,且
1

0
 是

1A 的特征值. 

且 仍然是矩阵kA 、
mA 、

1A 的相应于特征值 0k 、
m
0 、

1
0
 的特征向量。 
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尽管 A 和
TA 的特征值相同，但一般它们的特征

向量是不同的。 

定理4.1 矩阵 A 与它的转置
TA 有相同的特征值。

证 || TAE  |)(| TAE   ,|| AE  

说明 A 与
TA 有相同的特征多项式，

从而有相同的特征值。

注意：

定理4.3 对应于不同特征值的特征向量线性无关。

对应于各个特征值的线性无关的向量合在一起

仍线性无关。

推广
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矩阵的特征多项式的性质：

n 阶矩阵 )( ijaA  的特征多项式 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AEf

















21

22221

11211

||)(






的最高次项必在 )())(( 2211 nnaaa    中出现,

其余的项的次数最高是 2n ，

故有 ,)()( 1
2211   n

nn
n aaaf 

而常数项等于 )0(f

所以 .||)1()()( 1
2211 Aaaaf nn

nn
n    

|| A ,||)1( An
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||)1()()( 1
2211 Aaaaf nn

nn
n    

另一方面,设矩阵 A 的特征值是 s ,,, 21  ,则 

)())(()( 21 nf   

,)1()( 21
1

21 n
nn

n
n    

比较系数得

定理4.4

;   )1(
11




n

i
ii

n

i
i a .||  )2(

1




n

i
i A




n

i
iia

1

称为 A 的迹，记为 )(tr A .

trace
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第二节 相似矩阵与矩阵对角化

(一) 相似矩阵及其性质

定义 对于n阶方阵A和B，若存在n阶可逆方阵P，使得

,1 BAPP 

则称A与B 相似,记为 .~ BA

所以 BA ~ 。

例如 ,
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
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APPB 1

矩阵的“相似”关系具有以下特性：

(1) 反身性：对任何方阵 A，总有 AA ~ (令 EP  即可)；

(2) 对称性：若 BA ~ ，则有 AB ~ ；

证 BAPP 1 .)( 111  BPP1   PBPA

(3) 传递性：若 BA ~ ,且 CB ~ ,则有 CA ~ . 

证 CBQQBAPP   11 ,

.)()( 1 CPQAPQ  QAPPQ )(  11 
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相似矩阵的性质：

性质1 相似矩阵的行列式值相等；相似矩阵同时可逆，

同时不可逆；可逆时其逆矩阵相似，伴随矩阵也相似。

证 BAPP 1

||||  1 APPEBE  

|)(| 1 PAEP    || || || 1 PAEP    .|| AE  

相似矩阵有相同的特征多项式,从而有相同的特

征值。但特征向量不一定相同。

性质2
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注意：特征值相同的矩阵不一定相似。

性质4 相似矩阵的秩相同；

性质3 相似矩阵的幂相似；

性质5 相似矩阵的迹相同；
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相似矩阵的其他性质：

若 BA ~ ,则 

BkAk ~ ,其中 k为任意常数；

TT BA ~ ；

)(~)( BpAp ,其中 )(xp 为任一多项式；

它们的特征矩阵 AE  和 BE  也相似；

(1)

(2)

(3)

(4)
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