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(二) 矩阵与对角矩阵相似的条件

n 阶矩阵 A 与一个对角阵相似的充分必要条

件是 A 有 n 个线性无关的特征向量。

定理4.6

如果一个矩阵能与一个对角阵相似,称该矩阵

可以(相似)对角化。

证 必要性：设A与一个对角阵相似,即存在一个可逆

阵P,使

,2

1

1





















n

ΛPAP







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,  ΛPAP 即,1 ΛPAP 

将矩阵 P 按列分块, ),,,( 21 nP   ,则有 

,),,,(),,,( 2

1

2121





















n

nnA











,),,,(),,,(  221121 nnnAAA   即

,,,2,1   ,   niA iii  即得

说明 n ,,, 21  是 A 的分别对应于特征值 n ,,, 21 

的特征向量, 

由于 P 可逆，所以 n ,,, 21  线性无关。 必要性得证。

上述步骤倒过来写,即得充分性证明。



36

推论 如果矩阵A的特征值互不相同，则A必可对角化。

因为属于不同特征值的特征向量是线性无关的。

注意：这个条件是充分的而不是必要的。

如果 A 的特征方程有重根，此时不一定有 n 个线性无

关的特征向量，从而矩阵 A 不一定能对角化；但如果

能找到 n 个线性无关的特征向量，A 还是能对角化。

推论2  n 阶方阵 A可对角化的充分必要条件是对每一个

in 重的特征值 i ,矩阵 AEi  的秩为 inn . （证略）
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解

练习设


















633

312

321

A ，求可逆阵 P，使 PAP 1
为对角阵。

633

312

321

||











 AE

,)9)(1(  

633

312

011











633

312

011

)1(










663

332

001

)1(







66

33
)1(










21 rr 
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，对 01  

特征向量 ,)1,1,1( T
1 

633

312

321

||











 AE ,)9)(1(  


















633

312

321

0 AE ,

000

110

321

  

















，对 12  

特征向量 ,)0,1,1( T
2 


















733

322

322

AE ,

000

100

322

  
















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特征向量 ,)1,1,1( T
1 

特征向量 ,)0,1,1( T
2 

，对 93  

特征向量 ,)2,1,1( T
3 






















333

382

328

9 AE ,

000

120

6111

  




















633

312

321

||











 AE ,)9)(1(  
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,)1,1,1( T
1  ,)0,1,1( T

2  ,)2,1,1( T
3 

,

         

),,(  321
















 P令

1

1

1




0

1

1

2

1

1

.

9

1

0

  1
















 PAP则

633

312

321

||











 AE ,)9)(1(  



41

判断矩阵















 


163

031

0104

A 能否对角化，若能，

求可逆阵 P，使 PAP 1
为对角阵。 

例2

解

163

031

0104

||











 AE ,)2()1( 2  

，对 11  



















063

021

0105

AE ,

000

000

021

  

















特征向量 ,)0,1,2(1
T ,)1,0,0( T

2 

可对角化,
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，对 22  



















363

051

0102

2 AE ,

000

130

051

  

















特征向量 ,)3,1,5( T
3 

，对 11   ,)0,1,2( T
1  ,)1,0,0( T

2 

,

310

101

502















 
P .

2

1

1
1


















 PAP

163

031

0104

||











 AE ,)2()1( 2  
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判断矩阵

















011

102

124

A 能否对角化，若能，

求可逆阵 P，使 PAP 1
为对角阵。 

例3

解







11

12

124

||




 AE ,)2( 2 

，对 21  





















211

122

122

2 AE ,

000

100

122

  

















只有一个线性无关的特征向量, 所以不能对角化。

21 cc 
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例4

解







22

242

111

||





 AE

,)2)(1( 2 

判断矩阵






















022

242

111

A 能否对角化，并求
5A 。

23 cc 

222

242

011












所以 A 的特征值为 11  ， 232   。 
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，对 232   

相应齐次线性方程组的基础解系为

,)0,1,1(2
T






















222

222

111

2 AE ,

000

000

111















 


11  ， 232    

;)1,0,1(3
T

,

22

242

111

||











 AE
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，对 11  

相应齐次线性方程组的基础解系为 ;)2,2,1(1
T






















122

232

110

AE ,

000

110

122





















,

22

242

111

||











 AE 11  ， 232    
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,)2,2,1(1
T ,)0,1,1(2

T ;)1,0,1(3
T

,

222

222

111

  




















P令 .

2

2

1

  1
















 PAP有

,

122

232

111

  1





















P可求得

155   PΛPA于是
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155   PΛPA于是



























































122

232

111

2

2

1

222

222

111
5



























































122

232

111

32

32

1

222

222

111

.

306262

629462

31311






















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练习

解

设 ,
12

21








A 求

100A . 

12

21
||








 AE ,)1)(3(  

，对 31   












22

22
3 AE ,

00

11
  







 
 ,

1

1
1 










，对 12   











22

22
AE ,

00

11
  








 ,

1

1
2 










,
11

11










P ,
11

11

2

11










P
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,
11

11










P ,
11

11

2

11










P

,
1

31










 ΛPAP

1100100  PΛPA 




























11

11

10

03

11

11

2

1
100





























11

11

10

03

11

11

2

1 100

.
1313

1313

2

1
100100

100100














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第三节 实对称矩阵的特征值和特征向量

(一) 向量内积

定义 给定 Rn 中向量

T
21 ),,,( naaa  ， T

21 ),,,( nbbb  ， 

实数 



n

i
iinn babababa

1
2211

T 

称为向量 和  的内积，记作 ),(  .

例如，设 T)2,0,1,1( ， T)3,1,0,2(  ，则 

432)1(0012)1(),( T  
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向量的内积具有如下基本特性：

(1) ),(),(   ； 

(2) ),(),(),(   ；

(3) ),(),(  kk  （k 为实数）； 

(4) 0),(  ,当且仅当 0 时 0),(  . 





n

i
iinn babababa

1
2211),( 
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向量的长度：

定义 设 为 n 维实向量，将非负实数  T
定义为

 的长度 ,记为 |||| ,即若
T

naaa ),,,( 21  ,则有

设向量 T)2,2,1(  ，则 的长度为 

22
2

2
1

T|||| naaa  

例1

 T||||  32)2(1 222 

不难看出，若把三维向量 看作空间中一个点的坐标，

|||| 就是该点到原点的距离。n 维向量的长度则是这一

概念的推广。 
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向量的长度具有如下性质：

(1) 0||||  ，当且仅当 0 时 0||||  ；

22
2

2
1

T|||| naaa  

(2) ||||||||||   kk   (k 为实数)； 

(3) 对于任意向量  , ,有 |||||||||),(|   ； 

(4) 对于任意向量  , ,有 ||||||||||||   . 

证略
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长度为1的向量称为单位向量。

证明：对任意非零向量 , 
 ||||

1
为单位向量.例2

证 因为 1||||
||||

1

||||

1
 





, 

所以 
 ||||

1
为单位向量.

这种把非零向量乘以
||||

1


使之成为单位向量的

做法称作把向量单位化. 
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(二) 正交向量组

定义 当 0),(  时，称向量 与  正交。

例如，设 T)1,2( ， T)2,1( ，则 0),(  ，

即 与  正交. 

其几何意义是，在坐标平面上，连结原点和点 )1,2( ，

)2,1( 的两个有向线段是相互垂直的。两个 n 维向量正交

的概念是这一事实的推广。 

显然零向量与任何向量都正交，即

0000),( 21  nbbb 
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设
T)3,0,1( ，

T)1,2,1(  ，求一个 3 维单

位向量 ，使它与向量  , 都正交。 

例3

解 设 T
321 ),,( xxx ，则 









02),(

03),(

321

31

xxx

xx




解齐次线性方程组得通解为 T)1,2,3(k ，

特别取 1k ，得 T)1,2,3( ，

将其单位化，得
T)

14

1
,

14

2
,

14

3
(

||||

1
 



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定义 若向量 s ,,, 21  ),,2,1,0( sii  两两

正交，则称向量组 s ,,, 21  为正交向量组； 

进一步，若向量 s ,,, 21  全是单位向量，则称

之为标准正交向量组. 

例如, ,)0,,0,1(1
T ,,)0,,1,0(2  T

T
n )1,,0,0(  就是一组标准正交向量组. 
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若 s ,,, 21  是正交向量组，则 s ,,, 21 

线性无关. 

定理4.9

证 设有数 skkk ,,, 21  ，使得

,2211   sskkk 

任取向量 )1( sii  ，与上式两端作内积，得

,0),(),(),( 11  sisiiii kkk  

由于 )(0),( ijji  ，所以 0),( iiik  ，

而  i , 0),( ii  ，所以 0ik ，

由 i 的任意性，可得 021  skkk  ，

即证得 
s ,,, 21  线性无关. 
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上述定理说明：一个向量组线性无关是该向量组为正

交向量组的必要条件。但定理显然不是可逆的。

然而，对于任一线性无关的向量组 s ,,, 21  ，我

们可以求出一个与之等价的正交向量组 . 这一方法称

为施密特正交化方法. 
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施密特正交化方法

施密特正交化方法是将一组线性无关的向量 s ,,, 21 

转化为与之等价的一组标准正交向量的方法，具体程序如下：

,11   ,
),(

),(
1

11

12
22 


 

,
),(

),(

),(

),(
2

22

23
1

11

13
33 





  

.
),(

),(

),(

),(

),(

),(
1

11

1
2

22

2
1

11

1




 s
ss

ssss
ss 












 

容易证明， s ,,, 21  是一组两两正交的向量。再将

它们单位化，就得到一组标准正交组。 
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例4

解
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,
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.,, 321 即为所求
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练习 将向量组
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练习 将向量组
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(三) 正交矩阵

,T EQQ 
定义 若 n 阶实矩阵 Q 满足

则称 Q 为正交矩阵。

.  TT EQQEQQ 显然

例5 单位矩阵 E 是正交矩阵。

例6
,  T EQQ 可以验证

所以 Q 是一个正交矩阵。,

9

7
   

9

4

9

4
9

4

9

1
   

9

8
9

4

9

8

9

1
   





























Q



67

正交矩阵的基本性质：

(1) 若 Q 为正交矩阵，则 Q 的行列式之值为 1 或 1 ；

(2) 若 Q 为正交矩阵，则 Q 可逆，且 T1 QQ  ；

EQQ T

(3) 若P与Q都是n阶正交矩阵,则PQ也是n阶正交矩阵. 

逆命题也对；

证 )()( T PQPQ PQPQ TT QPPQ )( TT

QQEQQ TT  ,E

所以 P Q 是正交矩阵。
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例7 设 A, B均是 n阶正交阵,且 |||| BA  ,求 || BA .

解 因为 A, B 是正交阵,即 EAA T , EBB T ,

且 1|| A , 1|| B ,

因 |||| BA  ,所以 |||| BA  ,

|| BA |)(| TT BBAA  || TTTT BBAABA 

|| TT AB  ,|| BA

所以  0||  BA .

即 1||||  BA ,
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例8 设 是 n 维单位列向量,证明：
T2 EA

证

是对称正交阵.

TTTT )(2  EA

故A为对称阵；

)2)(2( TTT   EEAA

TTT )(44   E

,E

1|||| 2T  

即A为正交阵。

,2 T AE  



70

定理4.10 n 阶矩阵 Q 为正交矩阵的充分必要条件是 Q

的列(行)向量组是标准正交组。

证 ,),,,(  21 nQ  记
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
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





则

所以

即Q的列向量组是标准正交组；

EQQ T利用 即得行向量组的情况。

njiEQQ ijji ,,2,1,,),(     T  









.,0

,1

ji

ji
ij

当

，当
其中
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;  )3( 1 TQQ 

;  )1( EQQT 

Q 为正交矩阵的充要条件是下列条件之一成立：

;  )2( EQQT 

(4) Q 的列向量是两两正交的单位向量；

(5) Q 的行向量是两两正交的单位向量。
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(四) 实对称矩阵的特征值和特征向量

实对称矩阵的特征值都是实数。定理4.11

并非所有方阵都可对角化,但是实对称矩阵必可对角化。

证

证略

实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量彼此正交。定理4.12

只证两个特征向量的情况。

设A 是一个实对称矩阵， , A , , A

),( 

),( 

),(  ),( A  T)(A  TT A

 AT ),(  A ,),( 

,0),( )(     ，而    .0),(    
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设 A 是一个实对称矩阵，则存在正交矩阵 Q，

使 AQQ 1 为对角阵。  

定理4.13

证略

具体计算步骤如下：

(1) 求出实对称矩阵A的全部特征值；

(2)  若特征值是单根，则求出一个线性无关的特征

向量，并加以单位化；

若特征值是重根，则求出重数个线性无关的特征

向量，然后用施密特正交化方法化为正交组，再单

位化；

(3)  将这些两两正交的单位特征向量按列拼起来，就

得到了正交矩阵Q。
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例9

解
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为对角阵。
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设实对称矩阵
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321 22 ccc 

32)5(2

22)5(2

025












322

222

021

)5(







320

220

021

)5(






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，51  ;

2

2

1

1
















 ，22  ;

2

1

2

2















 
 ，13  ,

1

2

2

3


















再单位化，拼起来得

)1()2()5(||   AE

,

3

1

3

2

3

2
3

2

3

1

3

2
3

2

3

2

3

1



























Q .

1

2

5

  1


















 AQQ使
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设






















324

262

423

A ，求正交阵 Q，使 AQQ 1
为对角阵。例10

解

324

262

423

||











 AE

,)7)(2( 2 

31 cc 

327

260

427












，对 21 

特征向量 ,)2,1,2( T
1 






















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2 AE ,

000
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



















31 rr 
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324

262

423

||











 AE ,)7)(2( 2 

，对 72 

特征向量 ,)0,2,1( T
2 

















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7 AE ,
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
















,)1,0,1( T
3 

,

5

2

4
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1



















1
5 

































0

2

1
    

1

0

1

3 ,

5

2

4

3




















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再单位化，拼起来得

.
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5
0
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2
45

2

5

2

3

1
45

4

5
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2



























Q

使 .

7
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1
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
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





 
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,

2

1

2

1
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


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






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练习

解

设






















542

452

222

A ，求正交阵 Q，使 AQQ 1 为对角阵。
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452
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









 AE

,)10()1( 2  
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

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,)0,1,2( T
1  ,)1,0,2( T

2 

正交化，

TT )0,1,2(
5

4
)1,0,2(2 


 ,)5,4,2(

5

1 T
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542

452
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||











 AE ,)10()1( 2  
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特征向量
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单位化，拼起来得
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