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                 §3.1  线性方程组的消元解法 

                 §3.2  向量与向量组的线性组合 

                 §3.3  向量组的线性相关性 

                 §3.4  向量组的秩 

一、填空 

1．已知 1 2 3

1 1 0
1 , 0 , 1
0 1 1

  
     
            
     
     

线性无关，则向量

2
0
0


 
   
 
 

写成它们的线性组合时， 

组合系数是               ． 

2．设三阶矩阵

1 2 2
2 1 2
3 0 4

A
 

   
 
 

，向量 1
1

a


 
   
 
 

，且满足 A 与 线性相关，则a         ． 

3．设 1 2 3

1 1
1 , , 1

1 1

k
k

k
  

     
            
     
     

线性无关，则k满足关系式          ． 

4．当 k          时，向量组 T)3,1,2(1  , Tk )1,1,(2  , T)2,1,1(3  线性相关． 

5．若向量组 )1,0,0(,)0,2,1(,)0,1,1( 2
321  tt TTT  线性相关，则 t     ． 

6．当 k       时， )5,,1( k 能由 )1,1,2(),2,3,1( 21  线性表示． 

7．向量组 1 2 3, ,   线性无关，则向量组 1 1 2 2 1 2 3, 2           , 3 2 34      

是线性             ． 

8．设向量组 1 2 3

1 1 1
1 0 4

, ,
2 0 8
1 2 k

  

     
            
     
     
     

线性相关，则k             ． 

9．设向量组 1 2 3

0
0 , ,

0

a b
c a

c b
  

     
            
     
     

线性无关，则 , ,a b c必满足关系式         ． 

10．已知 321 ,,  线性无关，向量组 312312 ,,   mk 线性无关与线性相关常

数 km, 满足的条件分别为             和              ． 
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11．向量组 )7,6,5,4(),6,5,4,3(),5,4,3,2(),4,3,2,1( 4321  TTTT   的秩是      ． 

12．设向量组 1 2 3

1 1 1
1 , 1 , 1
1 1 1


   



     
             
          

的秩为 2，则              ． 

13．向量组 1 2 3, ,   的秩为 2，则 1 1 2 2 2 3 3 3 1, ,              的秩为    ． 

14．设向量组  1 2 3, , 线性相关，而向量组  2 3 4, , 线性无关，则向量组  1 2 3, , 的最

大线性无关组是______. 

 

二、单项选择 

15．设 s,,,  21 是一组n维向量, 则下列正确的是(      ). 

（A） 若 s ,,, 21  不线性相关, 就一定线性无关； 

（B）如果存在 s 个全为零的数 skkk ,,, 21  ，使 02211  sskkk   ,则

s ,,, 21  线性无关； 

（C） 若向量组 s ,,, 21  线性相关, 则 1 可由 s ,,2  线性表示； 

（D） 向量组 s ,,, 21  线性无关的充要条件是 1 不能由其余 1s  个向量线性表示． 

 16．向量组 1 2, , m   线性相关的充要条件是(      ) ． 

  （A） 1 2, , m   中有一个零向量； 

  （B） 1 2, , m   中任意两个向量成比例； 

  （C） 1 2, , m   中有一个向量是其余向量的线性组合； 

  （D） 1 2, , m   中任意一个向量都是其余向量的线性组合． 

17．n维向量组 1 2, , , (3 )s s n     线性无关的充要条件是(       ) ． 

  （A）存在一组不全为零的数 1 2, , sk k k ，使
1

0
s

i i
i
k



 ； 

  （B） 1 2, , , s   中任意两个向量都线性无关； 

  （C） 1 2, , , s   存在一个向量不能由其余向量线性表示； 

  （D） 1 2, , , s   中任一个向量不能由其余向量线性表示． 

18．设向量组(I)： 1 2, , r   ；向量组(II)： 1 2 1, , , , ,r r m      ，则必有(      )． 

  （A）(I)线性相关 (II)线性相关；    （B）(I)线性相关 (II)线性无关； 

  （C）(II)线性相关 (I)线性相关；    （D）(II)线性相关 (I)线性无关． 
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19．已知向量组 1 2 3 4, , ,    线性无关，则向量组(         ) ． 

 （A） 1 2 2 3 3 4 4 1, , ,           线性无关； 

 （B） 1 2 2 3 3 4 4 1, , ,           线性无关； 

 （C） 1 2 2 3 3 4 4 1, , ,           线性无关； 

 （D） 1 2 2 3 3 4 4 1, , ,           线性无关． 

20．设 1 2, ,   线性相关， 2 3, ,   线性无关，则(        ) ． 

 （A） 1 2 3, ,   线性相关；          （B） 1 2 3, ,   线性无关； 

 （C） 1 能由 2 3, ,   线性表示；    （D） 能由 1 2,  线性表示． 

21．设向量 能由向量组 1 2, , , m   线性表示但不能由向量组（I）： 1 2 1, , , m    线性

表示，记向量组（II）： 1 2 1, , , ,m    ，则(        ) ． 

 （A） m 不能由（I）线性表示，也不能由（II）线性表示； 

 （B） m 不能由（I）线性表示，但能由（II）线性表示； 

 （C） m 能由（I）线性表示，也能由（II）线性表示； 

 （D） m 能由（I）线性表示，但不能由（II）线性表示． 

22．设矩阵 A为n阶方阵，且| | 0A  ，则矩阵 A中(        ) ． 

 （A）必有一列元素全为 0； 
 （B）必有 2 列元素对应成比例； 
 （C）必有一列向量是其余列向量的线性组合； 
 （D）任意一列向量都是其余列向量的线性组合． 

23．设向量组 1 2 3, ,   线性无关，向量 1 可由向量组 1 2 3, ,   线性表示，而向量 2 不 

能由向量组 1 2 3, ,   线性表示，则对于任意的常数k，必有(       ) ． 

（A） 1 2 3 1 2, , ,k     线性无关；    （B） 1 2 3 1 2, , ,k     线性相关； 

（C） 1 2 3 1 2, , , k     线性无关；    （D） 1 2 3 1 2, , , k     线性相关． 

24．设 1 2, , , m   均为 n维向量,那么,下列结论正确的是（      ）． 

  (A) 若 1 1 2 2 0m mk k k      ，则 1 2, , , m   线性相关； 

  (B) 若对任意一组不全为零的数 1 2, , , mk k k ,都有 1 1 2 2 0m mk k k      ,则

1 2, , , m   线性无关； 

  (C) 若 1 2, , , m   线性相关,则对任意一组不全为零的数 1 2, , , mk k k , 都有

1 1 2 2 0m mk k k      ； 
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  (D) 若 1 20 0 0 0m         ,则 1 2, , , m   线性无关. 

25．设两个向量组 s ,,, 21   和 s ,,, 21   均线性相关，则（     ）． 

（A）有不全为 0 的数 s ,,, 21  ，使 

02211  ss  和 02211  ss  ； 

（B）有不全为 0 的 s ,,, 21  ，使 0)()()( 222111  sss   ； 

（C）有不全为 0 的λ1，λ2，…，λs使 0)()()( 222111  sss   ； 

（D）有不全为 0 的 s ,,, 21  和不全为 0 的 s ,,, 21  ，使 

02211  ss  和 02211  ss  ． 

26．设矩阵 A为n阶方阵，且 ( )R A r n  ，则在 A的n个行向量中(        ) ． 

（A）任意 r个行向量线性无关；   
（B）必有 r个行向量线性无关； 
（C）任意 r个行向量构成极大无关组； 
（D）任意一个行向量都可以由其中任意 r个行向量线性表示． 

27．若向量组 ,...,, 21 s 可由向量组 1 2, ,..., t   线性表出，则必有（        ）． 

（A） ts  ；   （B） ts  ；   （C）秩（ ,...,, 21 s ）秩（ 1 2, ,..., t   ）； 

（D）秩（ ,...,, 21 s ）>秩（ s ,...,, 21 ）． 

28．设 1 2 3, ,   是由三个向量构成的线性无关的向量组，则下列向量组不能．．与 1 2 3, ,   等

价的向量组是（       ）. 

（A） 1 1 2 1 3,     ， ；            （B） 1 2 3 1 2 3,       ， ； 

（C） 1 1 2 1 2 3,       ， ；        （D） 1 2 1 3 3 1,       ， ． 

29．设向量组 1 2 3, ,   与向量组 21 , 等价，则（        ）． 

（A） 1 与 2 线性相关；              （B） 1 与 2 线性无关； 

（C） 1 2 3, ,   线性相关；             （D） 1 2 3, ,   线性无关． 

30．矩阵 A (      )时可能改变其秩. 

（A）转置；   （B） 初等变换；    （C）乘以奇异矩阵；   （D） 乘以非奇异矩阵. 

31．矩阵

1 2 1 0
3 1 0 2
1 2 2a

 
  
   

的秩为 2，则 a =(       ) ． 

（A） 2；       （B） 3；       （C） 4；       （D） 5．  
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32．设 BA  行初等变换 ，则下面说法不对的是(       ) ． 

（A） A的行组与B的行组等价；      （B） A与B等价； 

（C） A的列组与B的列组等价；      （D） A的列组与B的列组有相同的线性关系． 

33．设矩阵 A 的秩为 r，则 A 中（      ）． 

（A）所有 r-1 阶子式都不为 0；   （B）所有 r-1 阶子式全为 0 

（C）至少有一个 r 阶子式不等于 0；  （D）所有 r 阶子式都不为 0． 

34．已知 3×4 矩阵 A 的行向量组线性无关，则秩（AT）等于（       ）． 

（A） 1；      （B） 2；         （C） 3；    （D）4． 
 

三、计算 

35．设 TTT vvv )0,4,3(,)1,1,0(,)0,1,1( 321  ,求 21 vv  及 321 23 vvv  . 

36．设 )(5)(2)(3 321   ，其中 T)3,1,5,2(1  , T)10,5,1,10(2  , 

T)1,1,1,4(3  ,求 ． 

37．已知 321 ,,  线性无关，试问常数 km, 满足什么条件时，向量组 

313232121 ,,   mk  

线性无关？线性相关？  

38．设向量组 )3,1,1,1(),1,,1,1(),1,1,3,1(),1,1,1,1( 4321  TTTT k  ，对参数 k 的

所有值求出向量组的秩及一个最大无关组． 

39．对下列向量组：①求秩；②求一个极大无关组；③把其余向量用极大无关组线性表示． 

（1） ,)2,6,1,5(,)1,0,1,2(,)3,14,0,7(,)0,2,3,1( 4321
TTTT   T)1,4,1,2(5  ， 

（2） 1 2 3(1, 2,5) , (3, 2, 1) , (3,10, 17)T T T         

（3） )6,5,1,2(),14,7,0,3(),2,1,3,0(),4,2,1,1( 4321  TTTT   

（4）   TTT )9,2,2,1(,)6,6,1,1(,3,4,1,2 321   ， ,)7,2,1,1(4
T  

    T)9,4,4,2(5   

（5） 1 2 3 4(1, 0, 0,1); (0,1, 0, 1); (0, 0,1, 1); (2, 1, 3, 0)          。 

（ 6 ） 1 (1,1, 2,3)T  ， 2 (1, 1,1,1)T   ， 3 (1,3,3,5)T  ， 4 (4, 2,5,6)T   ，
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5 ( 3, 1, 5, 7)T      。 

40．对下列矩阵，①求秩；②求列向量组的一个极大无关组；③把其余列向量用极大无关组

线性表示． 

（1）A=
























43333
32012
66242

20121

.   （2） 






















97963
41211
21112

A  

41．求下列向量组的秩及一个最大无关组，并把其余向量用所求的最大无关组线性表示. 

(1) 1  = 




















1
2

1
1

， 2  = 



















4
1
7
2

， 3 = 























1
11
2
3

， 4 =



















1
0
0
1

 

（2） .

7
7

10
3

  ,

1
3

0
1

  ,

3
1

9
2

  ,

0
1
4
1

4321
























































































   

 

四、证明题 

42．设 rr,,,    2121211 , 且向量组 r,,,  21 线性无关,

证明向量组 r,,,  21 线性无关. 

43．若向量组 321 ,,  线性无关，证明 32211 3,2,   也线性无关． 

44．设向量组 321 ,,  线性无关，且 3233212211 ,2,44   ， 

证明： 321 ,,  线性相关． 

45．已知 211   ， 322   ， 133   ，证明 1 2 3, ,   线性相关． 

46． 设 A为n阶矩阵， 为n为列向量，若存在正整数k，使得： 0kA   ，但是
1 0kA   ， 

证明向量组
1, , , kA A   线性无关． 

47． 设 na,,a,a 21 是一组n维向量，已知n维单位坐标向量 ne,,e,e 21 能由它们线性表

示，证明 na,,a,a 21 线性无关. 
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48． 已知向量组 321 ,,)(  ; 4321 ,,,)(  ; 5321 ,,,)(  ,如果各向量组的秩分

别为 4)(,3)()(  RRR .证明:向量组 45321 ,,,   的秩为 4． 

49． 证明 )()()( TT AArAArAr  ． 

50．设 A是m s 矩阵，B是 s n 矩阵，证明： ( ) min{ ( ), ( )}R AB R A R B ． 

51．设 A 是n m 矩阵，B 是m n 矩阵，n m ．若 AB E ，证明 B 的列向量线性无关． 

52．设向量组 A : sa,,a,a 21 的秩为 1r ,向量组 B : tb,,b,b 21 的秩 2r ，向量组C : 

rs b,,b,b,a,,a,a  2121 的秩 3r ,证明 21321 rrr}r,rmax{  ． 

53．证明      BrArBAr  . 

 

§3.5  线性方程组解的结构 

一、填空 

54．齐次线性方程组 01  nnm XA 有非零解的充分必要条件是 _______ ． 

55．设 0AX 为 n 元齐次方程组， nrAR )( ，则方程组有      个解向量线性无关． 

56．若方程组














)4)(3()2)(1(
22)3(

42

3

32

321




x
xx

xxx
有唯一解,则          . 

57．设













0
0

0

41

321

432

xx
xxx
xxx

，则它的一个基础解系是 _______  ． 

58．设


















11
11

11

a
a

a
A ，




















2
1
1

b ，线性方程组 bAx  有解但不唯一，则 ____a ． 

59．若线性方程组

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 1 4

,
,

,

x x a
x x a
x x a
x x a

  
  
   
  

有解，则常数 1 2 3 4, , ,a a a a 应满足条件           ．  

60．设 s ,,, 21  是方程 bAX  的解, 若 sskkk   2211 也是 bAX  的解, 则
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 skkk 21         . 

61．设 Ax  为三元线性方程组， ( ) 2R A  ， 1 2,  是它的两个解向量，满足 1

1
2
3


 
   
 
 

，

1 2

2
3
4

 
 
    
 
 

，则 Ax  的通解为                ． 

62．已知四元非线性方程组的系数矩阵 A 的秩为 3， 321 ,,  是它的三个解向量，且

TT )5,4,3,2(,)4,3,2,1( 321   ，则对应齐次方程组 0Ax 的基础解系

是              ， Ax b 的通解是            ． 

63．设四元非齐次线性方程组 Ax b 的系数矩阵秩为 2,已知   1 2 3 4, , , 为它的四个解

向量,且 TTT )1,1,0,1(,)4,3,2,1(,)1,0,1,1( 4211   ,则其通解为          .  

64．设四元方程组 AX B 的 3 个解是 1 2 3, ,   。其中 1 2 3

1 2
1 3

,
1 4
1 5

  

   
   
     
   
      
   

，如

( ) 3R A  ，则方程组 AX B 的通解是         . 

65．设

1 2  2
4           3
3   1    1

A t
 

   
  

，B为三阶非零矩阵，且 0AB  ，则 t =           .  

66．设 A为n阶方阵（ 2n ）， 0A ， 0* A ，则 0Ax 的基础解系向量个数是______. 

67．设 6 阶方阵 A的秩为 5， ,  是非齐次线性方程组 Ax b 的两个不相等的解，则 

Ax b  的通解为             . 

68． 设向量组 4321 ,,,  的秩等于 3，且 43214321 234432   ，

记 ),,,( 4321 A ，则线性方程组 0Ax 的通解为          . 

69．设奇异矩阵
*A 是 n阶矩阵 A的伴随矩阵，其中 *,A A 的第 1 列向量均可由非零n维向量

 线性表示，则线性方程组 Ax  的通解为                 . 

70．设n阶矩阵 A的各行元素之和均为零,且 A的秩为 1n , 0Ax  的通解为        . 
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二、单项选择 

71． 设 A 为m n 矩阵，则线性方程组 0Ax 有非零解的充分必要条件是(    ) . 

(A) nAr )( ；     (B)  nAr )( ；    (C) mAr )(  ；      (D) mAr )( . 

72． 设 A 为m n 矩阵，方程组 bAx  的导出组为 0Ax ，则下列结论中正确的是（   ）. 

(A)  若 0Ax 仅有零解，则 bAx  有唯一解； 

(B)  若 0Ax 有非零解，则 bAx  有无穷多解； 

(C)  若 bAx  有无穷多解，则 0Ax 有非零解； 

(D)  若 bAx  有无穷多解，则 0Ax 仅有零解． 

73． 设非齐次方程组 bAX  的导出组 0AX ，若 0AX 仅有零解，则 bAX  （       ）.          

(A)  必有无穷多解；    (B)  必有唯一解；     (C)  必定无解；     (D)  可能无解. 

74．已知 321 ,,  是 0AX 的基础解系，则该方程组的基础解系还可以是（      ）． 

(A)  1 1 2 2 3 3k k k    ；    (B)  ;, 3221    

(C)  ;,, 233221        (D)  233211 ,,   . 

75．设三阶方阵 OP  ，


















963
42

321
tQ  ，且 OPQ  ，则（    ）. 

(A) 6t 时，必有 1)( Pr ；        (B)  6t 时，必有 2)( Pr ； 

(C) 6t 时，必有 1)( Pr ；        (D)  6t 时，必有 2)( Pr . 

76．设 n 阶方阵 A 不可逆，则必有（     ）. 

(A)  秩(A)<n；    (B)  秩(A)= 1n ；    (C)  A=0；    (D)  方程组 Ax=0 只有零解. 

77．设 A为 5 阶方阵，且 ( ) 4R A  ， 1 2,  是 0Ax  的两个不同的解向量，则 0Ax  的通

解为（       ）. 
（A） 1k ；    （B） 2k ；    （C） 1 2( )k   ；   （D） 1 2( )k   . 

78．设 21, 是非齐次线性方程组 bAx  的两个不同的解， 21, 是 0Ax 的基础解系，

则 bAx  的通解是（      ）. 

(A)  
2

)( 21
21211





 kk ；         (B)  

2
)( 21

21211





 kk ； 

(C)  
2

)( 21
21211





 kk ；         (D)  

2
)( 21

21211





 kk . 
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79．已知 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax b 的两个不同的解, 1 2,  是对应齐次线性方程组

0Ax  的基础解系, 1 2,k k 为任意常数,则方程组 Ax b 的通解是（      ）． 

(A)  1 2
1 1 2 1 2( )

2
k k  
  


   ；    (B) 1 2

1 1 2 1 2( )
2

k k  
  


   ； 

(C)  1 2
1 1 2 1 2( )

2
k k  
  


   ；    (D) 1 2

1 1 2 1 2( )
2

k k  
  


   . 

80．设 BA , 为满足 0AB 的两个非零矩阵，则必有（      ）. 

(A) A的列向量组线性相关，B的行向量组线性相关； 

(B) A的列向量组线性相关，B的列向量组线性相关； 

(C) A的行向量组线性相关，B的行向量组线性相关； 

(D) A的行向量组线性相关，B的列向量组线性相关. 

81．设 1 2,  为非齐次线性方程组 Ax  的两个不同解，则(      )是 Ax  的解. 

(A) 1 2  ；  (B) 1 2
2 1
3 3
  ；  (C) 1 2  ；  (D) 1 1 2 2 ,  ,  1, 2ik k k R i    . 

82． 设 Ax b 是非齐次线性方程组， 21 , 是其任意两个解，则下列结论错误的是（     ）. 

(A) 21    是 0Ax  的一个解；   (B) 21 2
1

2
1   是 Ax b 的一个解； 

(C) 21   是 0Ax  的一个解；   (D) 212   是 Ax b 的一个解. 

83．设齐次线性方程组 0Ax ，其中 A为 nm 矩阵，且   .3 nAr 1 ， 2 ， 3 是方程

组的三个线性无关的解向量，则 0Ax 的基础解系为（        ）. 

(A) 1 + 2 + 3 ；                 (B) 1 , 1 + 2 ， 1 + 2 + 3 ； 

(C) 1 - 2 ， 2 - 3 ， 3 - 1 ；     (D) 3 - 2 - 1 ， 3 + 2 + 1 ，-2 3 . 

84．齐次线性方程组 0Ax  仅有零解，则关于系数矩阵 A 下列一定成立的是（      ）． 

(A)  行向量组线性相关；      (B)  行向量组线性无关； 

(C)  列向量组线性相关；      (D)  列向量组线性无关. 

85．设齐次线性方程组 0Ax  的系数矩阵为3 3 不可逆矩阵，且矩阵 A 存在非零元素，

1 2,  是该方程组的两个线性无关的解向量，则 0Ax  的基础解系为（      ）． 

(A)  1 2  ；         (B)  1 2  ； 

(C)  1 2 1 2,     ；      (D)  1 1 2 2,k k  ( 1 2,k k R ). 
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86．已知 321 ,,  是四元非齐次方程组 bAx  的三个不同的解向量，且 A 中有三个行向

量不共面，, 1 2,k k 为任意常数，则方程组 bAx  的通解是（       ）． 

(A)   1 1 3 2k      ；        (B)   1 1 3 2 2 1k k      ； 

(C)     1 1 3 2 2 3 1k k        ；  (D)  1 1 2 2 3k k    . 

87．设 nmAr nm  )( ，则不一定成立的是（     ）． 

(A)  ),( OEA m 初等行变换
；        (B)  ),( OEA m 初等列变换

； 

(C)  对 nRb ， bAx  必有无穷多解；  (D)  0AAT . 

 

三、计算 

88．求下列齐次线性方程组的基础解系: 

(1)
















02683

0542

02108

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

    (2)
















03678

02453

0232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

  

(3) 02)1( 121   nn xxxnnx  . 

(4) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 0
2 2 2 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

        (5) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
3 6 3 0
5 10 5 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

 

89．求解下列非齐次线性方程组: 

(1) 














;12

,2224

,12

wzyx

wzyx

wzyx

           (2) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

2 3 1
3 2 1
2 3 1
2 2 2 1
5 5 2 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x

   
        
    
       

(3)
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 2 3 4

4 3 5 2

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
      ，       

(4)
















.6242

,1635

,11325

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

90．求非齐次线性方程组的通解。 
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（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 2
2 4 3 4 5
5 10 8 11 12

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

   （2）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
2 2

2 3

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

    

（3）

















73345
2622

5323
1

54321

5432

54321

54321

xxxxx
xxxx
xxxxx
xxxxx

   （4）
















5192483
13254
24653

1342

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

91．设 











8259
3122

A ,求一个 24 矩阵B ,使 0AB ,且 2)( BR . 

92．设


















4
1
1

1 ，


















5
1
2

2 ，


















10
23

a
 ，

















b
0
1

 ， 

试问当 a，b满足什么条件时，（1） 可由 321 ,,  线性表示，且表示式唯一； 

（2） 不可由 321 ,,  线性表示；（3） 可由 321 ,,  线性表示，但表示式不唯一，写

出一般表达式. 

93．问取何值时，齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0
2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x
x x x
x x x






   
    
    

有非零解. 

94．设




















3221
121

121

aa
aaA ，若存在 3 阶非零矩阵 B，使得 AB=0， 

（1）求 a的值；（2）求方程 Ax=0 的通解. 
 

95． ba , 取何值时，方程组













bxaxx
xxx
xxx

321

321

321

32
234
123

有唯一解，无解，有无穷多个解；并在

有无穷多个解时求其通解. 

96． 当 λ取何值时，线性方程组













321

321

321

2
12

22

xxx
xxx
xxx

有无穷多解？并用基础解系表示方

程组的全部解. 
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97． 当 k取何值时,方程













15645

3423

321

321

321

xxx
kxxx

xxx
有无穷多解,并求出此时的一般解. 

98．取何值时，方程组













2
321

321

321 1






xxx
xxx
xxx

有唯一解，无解，有无穷多个解；并在有无穷

多个解时求其通解. 

99． k满足什么条件时，方程组












02
2

2

3
2

21

2
321

321

xkxx
kkxxx
kxxx

有唯一解，无解，有无穷多解？ 

100．当 t取何值时，非齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1tx x x
x tx x t
x x tx t

  
   
   

  无解，有惟一解或无穷

多解，并在有无穷多解时，求其通解. 

101． 问 ba, 为何值时，方程组














bxxxx
xaxxx

xxxx

26
1723

032

4321

4321

4321

 有解，无解，有解时求通解. 

102． 对于线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3,
2,
2.

x x x
x x x
x x x

 




   
    
    

讨论取何值时,方程组无解,有唯一解和无穷

多组解.在方程组有无穷多组解时求全部解. 

103． ,a b为何值时,线性方程组

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0,
2 2 1,

( 3) 2 ,
3 2 1

x x x x
x x x
x a x x b
x x x ax

   
   
    
     

 有唯一解,无解,有无穷多组解?

有无穷多组解时求出通解. 

104． 设线性方程组













,14)4()2(3
022
,0

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx




 ，已知 T)1,1,1,1(  是该方程

组的一个解，试求 
(Ⅰ) 方程组的全部解，并用对应的齐次线性方程组的基础解系表示全部解； 

(Ⅱ) 该方程组满足 32 xx  的全部解． 

105． 设非齐次线性方程 bxAm 4 ， 2)( Ar ， 321 ,,  是它的三个解，且 

TTT )5,4,3,2(,)4,3,2,1(,)7,6,4,3( 133221    
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求该方程组的通解. 

106．四元非齐次线性方程 Ax b 的系数矩阵前两列不对应成比例， 321 ,,  是它的三个

解，且 TTT )5,4,3,2(,)4,3,2,1(,)7,6,4,3( 133221  
，

求其通解． 

107．设线性方程组













04
02

0

3
2

21

321

321

xaxx
axxx
xxx

与方程 12 321  axxx 有公共解，求a的值

及公共解． 

108． 已知齐次线性方程组（i） 












,0
,0532
,032

321

321

321

axxx
xxx
xxx

和（ii） 







,0)1(2
,0

32
2

1

321

xcxbx
cxbxx

同解，求 cba ,, 的值． 

109． 求一齐次线性方程组，使其基础解系为 T)3,2,1,0(1  ， T)0,1,2,3(2  . 

 

四、证明题 

110． 设 0 是非齐次线性方程组 bAx  的一个特解， 21 ,   是其导出组 0Ax 的一个基

础解系.试证明 

（1） 101   ， 202    均是 bAx  的解； （2） 210 ,,   线性无关. 

111．若对任意的 1n X 矩阵 ，均有 OAX  ，证明 A必是零矩阵. 

112．若 1 和 2 是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系， 211   ， 212   ，试

证明 21 ,  也是 0Ax 的基础解系. 

113． 设 1 2 3, ,   是齐次线性方程组 0Ax  的一个基础解系.证明 1 2 2,   3 3 1,   

也是该方程组的一个基础解系. 

114． 已知 n 元齐次线性方程组 1 0A x  的解全是 2 0A x  的解，证明 2A 的行向量可以由 1A

的行向量线性表出. 

115．设 BA, 都是 n阶方阵，且 0AB ，证明 nBRAR  )()( ． 

116．设n阶矩阵 A满足 AA 2
，E为 n阶单位矩阵，证明 nEARAR  )()( . 

117．设  是非齐次线性方程组 bAx  的一个解， rn ,,1  是对应的齐次线性方程组的
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一个基础解系，证明: (1) rn
  ,,, 1  线性无关；(2) rn

   ,,, 1  线性无关. 

118． 设非齐次线性方程组 bAx  的系数矩阵的秩为 r， 11 ,, rn   是它的 1 rn 个

线性无关的解．试证它的任一解可表示为 

112211  rnrnkkkx        （其中 111  rnkk  ）. 

 

 

 

 

第三章习题答案 
 

§3.1  线性方程组的消元解法 

§3.2  向量与向量组的线性组合 

§3.3  向量组的线性相关性 

§3.4  向量组的秩 

 

一、填空 

1. 1, 1，-1；  2. -1； 3. 1, 2k k   ；4. -2； 5. 1； 6. 8k ； 7. 无关； 

8. 2；  9. 0abc  ； 10. 1mk ， 1mk ； 11. 2； 12. -3； 13. 2； 14. 2 3,   . 

二、单项选择 

15.A； 16.C； 17.D； 18.A； 19.C； 20.C； 21.B； 22.C；  23. A；  24.B； 

25.D； 26.B； 27.C； 28.B； 29.C； 30.C； 31.D； 32.C； 33.C；  34.C.   

 

三、计算 

35. 解  21 vv  TT )1,1,0()0,1,1(  T)1,0,1(   

321 23 vvv  TTT )0,4,3()1,1,0(2)0,1,1(3   

T)01203,41213,30213(  T)2,1,0(  

36．解   由 )(5)(2)(3 321 aaaaaa  整理得 

)523(
6
1

321 aaaa  T)4,3,2,1(  
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37．解  当 1mk 时，无关；当 1mk 时，相关 

38．解：  






















 























 







24
23

14
13
12

4321

4220
0120
0220
1111

3111
111
1131
1111

),,,( rr
rr

rr
rr
rr

kk
A  

B

kk
k

rkr
r

rr
r


 






















 






















 






















)3(000
1100
0110
1111

0300
4400
0110
1111

4400
0300
0220
1111

)4/3)(3(4
4/3

43
2/2

    

1）当 3k 时， 4)(),,,( 4321  BRR  ， 4321 ,,,   是最大无关组；  

2）当 3k 时 3)(),,,( 4321  BRR  ，这时 ),,,( 4321 




















0000
1100
0110
1111

，  

321 ,,  为一个最大无关组 

39．解  

（1） 设 1 2 3 4 5

1 7 2 5 2 1 0 0 2 / 3 1/ 3
3 0 1 1 1 0 1 0 1/ 3 1/ 3

( , , , , )
2 14 0 6 4 0 0 1 1 0
0 3 1 2 1 0 0 0 0 0

A     

   
         
   
   
   

， 

于是，（1） 1 2 3 4 5( ) ( , , , , ) 3 5r A r        ；  （2） 1 2 3 4 5, , , ,     线性相关； 

（3） 1 2 3, ,   为一个极大无关组； （4） 4 1 2 3 5 1 2
2 1 1 1,
3 3 3 3

            。 

（2） A
1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 0 3
2 2 10 0 8 16 0 1 2 0 1 2

5 1 17 0 16 32 0 0 0 0 0 0

       
                  
                 

B   

因为 ( ) 2R A ，所以向量组 1 2 3, ,   的秩为 2. 且 1 2,  为 1 2 3, ,   的一个极大无关

组，由B的第三列可得 3 1 23 2     .  

（3） 1 2 3 4

1 0 3 2 1 0 3 2
1 3 0 1 0 1 1 1

( , , , )
2 1 7 5 0 0 0 0
4 2 14 6 0 1 1 1

   

   
       
   
         
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1 0 3 2 1 0 3 0
0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

   
   
    
   
      
   

 

所以， 3),,,( 4321 TTTTR  ，
TTT

421 ,,  为一个最大无关组，且
TTT

213 3    

（4） 

























00000
31000
30110
40101

],,,,[ 54321
rA   

（5）略 

 

（6）  1 2 3 4 5

1 1 1 4 3 1 1 1 4 3
1 1 3 2 1 0 2 2 6 2

( , , , , )
2 1 3 5 5 0 1 1 3 1
3 1 5 6 7 0 2 2 6 2

    

    
           
     
           

 

1 1 1 4 3 1 0 2 1 2
0 1 1 3 1 0 1 1 3 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
          
   
      
   

 

从而 1 2 3 4 5, , , ,     的一个极大线性无关组为 1 2,  ，故秩 1 2 3 4 5{ , , , , }     ＝2（8 分） 

且 3 1 22    ， 4 1 23    ， 5 1 22      

40．解（1）  对矩阵 A 施行初等行变换 

A



























23690
28230
26000

20121

B


























00000
13000
38230

20121

. 

秩（B）=3，所以秩（A）=秩（B）=3. 

由于 A 与 B 的列向量组有相同的线性关系，而 B 是阶梯形，B 的第 1、2、4列是 B 的列向量

组的一个最大线性无关组，故 A 的第 1、2、4 列是 A 的列向量组的一个最大线性无关组。 

（A 的第 1、2、5 列或 1、3、4列，或 1、3、5 列也是） 

（2）设 ),,,,( 54321 aaaaaA  ，则






















31000

30110
40101

A ，最大无关组为 421 ,, aaa  
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41．解（1）   
















 




























0000
1000
0110
1321

1141
01112
0271
1321

,,, 4321      

 43},,,{ 4321 r ，所以 4321 ,,,  线性相关， 421 ,,  为一组基。 

（2） 
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)( 4321 aaaa ，，，

 

则   34321 aaaar ，，， ， 321 aaa ，， 是极大无关组，且 3214 22 aaaa   

 

四、证明题 

42．证明   设 02211  rrkkk   则 

 prprr )kk()kk()kk(   2211 0 rrk   

因向量组 r,,,  21 线性无关,故 
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因为系数行列式不为零，故方程组只有零解 

则 021  rkkk  所以 r,,,  21 线性无关 

43．证明   设存在数 321 ,, kkk 使 1 1 2 1 2 3 2 3( 2 ) ( 3 ) 0k k k          

整理，得： 03)2()( 33232121   kkkkk  

又 321 ,,  线性无关，所以













03
02

0

3

32

21

k
kk
kk

，所以， 0321  kkk   

故 1 1 2 2 3, 2 , 3      线性无关。 
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44．证明：  

法一：因      322121
32

4/1

3232121321 ,,,2,44,,    CC
C

   21 CC ，

   213221  ,,,, 


 

故 32),,(),,( 21321   RR ，所以 321 ,,  线性相关 

法二：（基本方法）设  332211  xxx ，只要证明有不全为零的数 321 ,, xxx 使上式

成立即可。 

整理得到：  3322321121 )()24()4(  xxxxxxx  

由已知条件，向量组 321 ,,  线性无关，推出














0
024

04

32

321

21

xx
xxx

xx
         

此齐次线性方程组的系数矩阵为




















110
124
014

A  

易知 3)( AR ，所以有非零解。即有不全为零的数 321 ,, xxx 使首式成立。 

所以 321 ,,  线性相关 

45．证明略 

46． 证明   当 1k  时，
1 0A  ，

0 0A    ，则 线性无关，结论正确； 

当 1k  时，设 2 1
0 1 2 1 0k

kA A A                                  （1） 

（1）式两端左乘
1kA 
，则 1 1 2 2

0 1 2 1 0k k k k
kA A A A         
      

 0kA    1
0 0kA   ，又

1 0kA   ， 0 0  ，代入（1）得： 

2 1
1 2 1 0k

kA A A                            （2） 

（2）式两端左乘
2kA 
，则 1 2 3

1 2 1 10 0k k k
kA A A       
      ，代入（2）得 

2 3 1
2 3 1 0k

kA A A                            （3） 

（3）式两端左乘
3kA 
，则 1 2 4

2 3 1 20 0k k k
kA A A       
       

以此类推，得到 3 4 1 0k       ，从而
1, , , kA A   线性无关. 
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47．证明    不妨设: 

nnnnnn

nn

nn

akakake

akakake
akakake





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




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22221212

12121111

，  所以 
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

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T
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两边取行列式，得 

T
n

T

T

nnnn

n

n

T
n

T

T

a

a
a

kkk

kkk
kkk

e

e
e












2

1

21

22221

11211

2

1

 由 00 2

1

2

1



T
n

T

T

T
n

T

T

a

a
a

e

e
e


 

即n维向量组 na,,a,a 21 所构成矩阵的秩为n，故 na,,a,a 21 线性无关. 

48．证   要证向量组 45321 ,,,   的秩为 4,等价于证明 45321 ,,,   线性无关. 

由 ( ) ( ) 3R R    ,得 1 2 3, ,   线性无关,而 1 2 3 4, , ,    线性相关,则 4 可由 1 2 3, ,   线

性表示,即存在 1 2 3, ,k k k ,使得 4 1 1 2 2 3 3k k k      . 

令 1 1 2 2 3 3 4 5 4( ) 0x x x x         , 

则 1 4 1 1 2 4 2 2 3 4 3 3 4 5( ) ( ) ( ) 0x x k x x k x x k x          . 

又 ( ) 4R   , 则 1 2 3 5, , ,    线性无关．故

1 4 1

2 4 2
1 2 3 4

3 4 3

4

0
0

0
0

0

x x k
x x k

x x x x
x x k
x

 
         
 

， 

45321 ,,,   线性无关．所以向量组 45321 ,,,   的秩为 4． 

（注：此题证明方式很多种） 

49． 证明   只需证 0AxAT ， 0xAAT ， 0Ax  同解即可． 

   设 是 0Ax 的解，则 0)(   AAAA TT ，即 0Ax 的解也是 0AxAT 的解； 

   反之，若 是 0AxAT 的解，则 0AAT ， 

   所以  AAAA TTT )(0  ，则 0A ，即 0AxAT 的解也是 0Ax 的解； 

   即 0Ax 与 0AxAT 同解，因而 )()( ArAAr T  ． 

   同理可证 0Ax 与 0xAAT 也是同解的，因而 )()( ArAAr T  ， 

   故对任何矩阵 A，都有 )()( TT AArAAr  ． 
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50．证明    设

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

m m ms

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
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 
 
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  
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， B 行分块为
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s

B






 
 
   
  
 


， AB 行分块为
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2

m

AB






 
 
 
 
 
 


，

1 11 12 1 1 11 1 1

2 21 22 2 2 21 1 2

1 2 1 1

s s s

s s s

m m m ms s m ms s

a a a a a
a a a a a

AB

a a a a a

   
   

   

       
                       
                

 

 

     

 

 

AB 可由 1, , s  线性表示，    R AB R B  ，同理可证    R AB R A ， 

即       min ,R AB R A R B ，证毕. 
51． 
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52．证明   设 CBA ,, 的最大线性无关组分别为 CBA  ,, ，含有的向量个数(秩)分别为

221 ,, rrr ，则 CBA ,, 分别与 CBA  ,, 等价，易知 BA, 均可由C线性表示，则秩(C )秩

( A )，秩(C )秩(B )，即 321 },max{ rrr   

设 A与B中的向量共同构成向量组D，则 BA, 均可由D线性表示，即C可由D线性

表示,从而C 可由 D线性表示，所以秩(C  )  秩( D ), D为 21 rr  阶矩阵，所以秩

(D ) 21 rr  即 213 rrr  . 

53．证明    设 T
naaaA ),,,( 21    T

nbbbB ),,,( 21  ，且 BA, 行向量组的最大无关

组分别为 T
r

TT ,,,  21   T
s

TT ,,,  21 ， 显然,存在矩阵 BA , ,使得 
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因此      BrArBAr   

 

§3.5  线性方程组解的结构 

一、填空 

54. nAr )( ；   55. rn  ；   56. 1, 2,3  ；   57. 







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
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

1
0
1
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0
1
1

0

；   58. 2a ；   

59. 1 2 3 4 0a a a a    ；   60. 1；   61. 
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 ， 1 k ；   

63. 

1

2
1 2 1 2

3

4

1 0 1
0 1 1

, ,
3 3 0
2 2 1

x
x

c c c c R
x
x

       
                 
       
                    

；   64. 
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k  ；   65.-3；    
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66. 1；   67.   )(kX ；   68. 





















3
1
1
3

k  ； 69. ( ,0, ,0)Tk     70. 

(1,1, ,1) ,Tx k k  为任意常数.    

 

二、单项选择 

71.B；   72.C   73.D   74.C   75.C   76.A   77.D   78.C   79.B   80.A   

81.B   82.A   83.B   84.D   85.C   86.A   87.A    

 

三、计算 

88．解 (1)
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~初等行变换

A  

所以原方程组等价于
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xxx

xx
 

取 3,1 43  xx 得 0,4 21  xx ；取 4,0 43  xx 得 1,0 21  xx  

因此基础解系为













































4
0
1
0

,

3
1
0
4

21   

(2) 

















































0000
19
7

19
1410

19
1

19
201

3678
2453

1232
~初等行变换

A  

所以原方程组等价于














432

431

19
7

19
14

19
1

19
2

xxx

xxx
 

取 2,1 43  xx 得 0,0 21  xx ；取 19,0 43  xx 得 7,1 21  xx  
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因此基础解系为









































19
0
7
1

,

2
1
0
0

21   

(3)原方程组即为 

121 2)1(  nn xxnnxx   

取 0,1 1321  nxxxx  得 nxn   

取 0,1 14312  nxxxxx  得 1)1(  nnxn  

  

取 0,1 2211   nn xxxx  得 2nx  

所以基础解系为



























21
100

010
001

),,,( 121













nn

n  

（4）

5 41 1 0 1 0 01 1 2 1 1 1 2 1 3 3
2 1 1 1 0 1 3 1 0 1 0 3 0 1 0 3
2 2 1 2 0 0 3 4 0 0 3 4 0 0 3 4

          
                  

                
   

� � �  

通解为

1

2

3

4

4
9

,
4
3

x
x

x k k R
x
x

   
        
   
       

； 

（5）

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 0 1
3 6 1 3 0 0 4 0 0 0 1 0
5 10 1 5 0 0 4 0 0 0 0 0

       
            
           

� �  

通解为

1

2
1 2 1 2

3

4

2 1
1 0

, ,
0 0
0 1

x
x

x k k k k R
x
x

     
     
        
     
           

； 

89．解  (1) 对系数的增广矩阵施行行变换: 
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



















11112
21224
11112















 

00000
01000
11112

~ ，即得





















































































0
0
0
2
1

0
1
0
2
1

0
0
1
2
1

21 kk

w
z
y
x

 

（2）通解

1

2

3

4

1 5
1 71 ,   
1 56
0 6

x
x

x k k R
x
x

     
             
     
     

    

；  

（3）通解为

1

2
1 2 1 2

3

4

6 1 1
5 5 91 , ,

0 7 07
0 0 7

x
x

x k k k k R
x
x

       
                   
       
               

. 

(4) 

















































00000

2
2
1

7
110

1
2
1

7
901

61242
11635

113251
~初等行变换

B  































































2
0
1

1

,

0
7
1
9

,

0
0
2

1

21 

 

90．解   （1）

1 2 2 3 2 1 2 0 1 4
( ) 2 4 3 4 5 0 0 1 2 1

5 10 8 1112 0 0 0 0 0
A b

     
         
      

，于是 

1 2 4 1

2 2 2
1 2 1 2

33 4

44 4

2 4 2 1 4
1 0 0

, ,
2 1 0 2 1

0 1 0

x x x x
x x x

X c c c c R
xx x
xx x

            
                                             

。 

（2）解：
3

3

3

3 2 1
3 2 1

3 2 0
3 2 ( )

1 2 1
1 2 1

1 0

x
x X c c R
x

   
    

                     
   

1

2

3

x =-

x =

x =-

 

（3） 解 设方程组的增广矩阵为A，对 A实施初等行变换 
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A =
























713345
262210
531123
111111


























262210
262210
262210
111111

  

  

















 

000000
000000
262210
111111



















 

000000
000000
262210
351101

  

则方程组的一般解为
1 3 4 5

2 3 4 5

5 3
2 2 6 2

x x x x
x x x x
   

     
（其中 3x , 54 , xx 为自由未知量）. 

可得到一个特解 T)00023(0    

又导出组的一般解为
1 3 4 5

2 3 4 5

5
2 2 6

x x x x
x x x x
  

    
 . 

令

















5

4

3

x
x
x

分别取

















0
0
1

，

















0
1
0

和

















1
0
0

， 得到方程组的一个基础解系 

1

1
2

1
0
0



 
  
 
 
 
 
 

 ， 2

1
2

0
1
0



 
  
 
 
 
 
 

 ， 3

5
6

0
0
1



 
  
 
 
 
 
 

  

所以方程组的全部解为 0 1 1 2 2 3 3c c c        （ 321 ,, ccc 为任意常数） 

（4）解：


















































00000
00000
15610
17801

5192483
13254
24653
13421

B   

同解方程组







432

431

561
781
xxx
xxx

  43 , xx 是自由未知量 

取 043  xx ，得特解





















0
0
1
1

   



 
 

 28 

对应导出组解







432

431

56
78
xxx

xxx
 43 , xx 是自由未知量 

令 13 x ， 04 x 得






















0
1
6

8

1 ；令 03 x ， 14 x 得





















1
0
5
7

2   

通解   2211 kkX ， 21 ,kk 为任意常数。 

91．解   由于 2)( BR ,所以可设





















43

21

10
01

xx
xx

B 则由 









































00
0010

01

8259
3122

43

21

xx
xx

AB 可得 





























































5
9

2
2

8020
0802
3010
0301

4

3

2

1

x
x
x
x

,解此非齐次线性方程组可得唯一解
















































2
1
2
5

2
1
2

11

4

3

2

1

x
x
x
x

， 

故所求矩阵



























2
1

2
5

2
1

2
11

10
01

B ． 

92． 解     














 


b

a

1054
0211
121

321   
















  

b
arr

1054
121
0211

32
















  



b
arr

rr

210
1210
0211

143
12


















  

1400
1210
0211

23

ba
arr

 

所以：当 4a 时， 可由 321  线性表示，且表达式唯一； 
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当 1,4  ba 时， 不可由 321  线性表示； 

当 1,4  ba 时， 可由 321  线性表示，且表达式不唯一。 

当 1,4  ba 时，由 332211  kkk  得通解为： 

      
1

2

3

1
2 1 ,

k
k k k R
k k

   
         
   
   

 

故：一般表达式为： 321 )12(  kk   

93．解    齐次线性方程组有非零解，则系数行列式为零： 

  

   
2 3
1 3

2

1 2 32
(1 )

1 2 4 0 3 4 (1 )
0= 2 3 1 ===== 0 1 1+2 3 2 , 0, 2, 3

1 1 1 1 1 1
r r
r r

 
        

 

 

    
         

 
 

94．解   






































220
0

121

3221
121

121

aa
aa

aa
aaA ， 0a 时， 32)( Ar ， 

0Ax 有非零解，即存在 3 阶非零矩阵 B，使得 0AB ． 

此时，


















000
100
021

A ， 0Ax 化简为







23

21

0
2
xx
xx

，基础解系为


















0
1
2

 ， 

0Ax 的通解为 kx  ． 

95． 解：该方程的增广矩阵为： 

  





































2160
1110
1231

32
2341
1231

baba
AB 

















 baa 4500
1110
1231

 

1）当 05  a ，即 5a ，b 任意取值时， ( ) ( ) 3R A R B  ，方程组有唯一解； 

2）当







04
05

ba
a

时 )(32)( BRAR  ，即 1,5  ba 时， 

方程组无解； 

3）当







04
05

ba
a

时 32)()(  BRAR ，即 1,5  ba 时， 

方程组有无穷多解． 
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当 1,5  ba 时，代入得 

  


















1352
2341
1231

AB
















0000
1110
1231















 
  

0000
1110
2101

231 rr
， 

同解方程组为






1
2

32

31

xx
xx

 ，通解为

1

2

3

1 2
1 1

1 0

x
x c
x

     
            
     
     

  （其中 c 为任意常数）． 

96．解  对增广矩阵实施初等行变换 












































1000
0110
1101

211
1121
2112


A    

当 1 时， 2)()(  ARAR ，方程组有无穷多解． 

由最后矩阵得原方程组的同解方程组为 







32

31 1
xx
xx

 ， 

取 03 x ，得一特解 T)0,0,1( ．   

又导出组的同解方程组为







32

31

xx
xx

，得基础解系 T)1,1,1( ，  

故方程组的通解为 TT ccx )1,1,1()0,0,1(    ，其中 c为任意常数．  

97．解   方程组增广矩阵为 

 
3 2 4 3 1 0 2 3 2
1 1 1 0 1 1 3 3
5 4 6 15 0 0 0 6

k
A b k k

k

   
         
      

 

2

3

, ( ) ( , ) 2, 6
2 9

1 15 ,
1 0

R A R A b k
x
x c c R
x

  

      
            
     
     

1

方程组有无穷多解 则 所以

代入方程组得该方程组的通解为:
  

98．解   该方程组的增广矩阵为： 
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







































































2

2

32

22

2

)1)(1()2)(1(00
)1(110

11

1110
)1(110

11

111
11

11

11
11

111



















B

 

1）当 2,1  时，方程组有唯一解； 

2）当 2 时，方程组无解； 

3）当 1 时，方程组有无穷多解． 

当 1 时，


















0000
0000
1111

B   

所以，

1

2 1 2 1 2

3

1 1 1
1 0 0 ( )
0 1 0

x
x k k k k R
x

        
                 
       
       

、 ． 

99．解    

























































 
k

kkkk
kk
k

kk
kkk
k

k
kk
k

)3()3)(2(00
210

211
~

2410
210

211
~

012
21

211
2

2

2

2

2  

当 2k 且 3k 时，方程组有惟一解。当 2k 时方程组无解． 

当 0)3( kk 时方程组 ),()( BrAr  当 0k 时
































0200
0210
0211

~
0012
0021
0211

， 

这时方程组只有零解． 

当 3k 时，





















































0000
6510
3211

~
6510

6510
3211

~
0912
9321
3211

这时方程组有无穷多解． 

100．解    (1) 

1 1

1 1 0

1 1

t

t

t

 ，即 1, 2t   时方程组有唯一解． 

2

1 1 1

1 1

1 1

t

B t t

t t

 
 
 
 
 
 

2

2

1 1

~ 0 1 1 (1 )

0 0 (1 )(2 ) (1 )( 1)

t t

t t t t

t t t t

 
 
   
 
     

 

由
2(1 )( 2 ) 0 , (1 )(1 ) 0t t t t      ， 
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得 2t   时,方程组无解．                                         

( ) ( ) 3R A R B  ,由 2(1 )(2 ) (1 )(1 ) 0t t t t      ，得 1t  时，方程组有无穷多个解．                                

这时，
2

1 1 1

1 1

1 1

t

B t t

t t

 
 
 
 
 
 

1 1 1 1

~ 0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

， 

原方程化为： 3214 22 aaaa   

通解为： 1 2

1 1 1

1 0 0 ,

0 1 0

x c c

      
     
       
     
     
     

其中 1 2,c c 为任意常数． 

101．解  












































ba
b
b

b
aA r

10800
2210
1401

21611
1723
03211

 

当 8a 时，b任意， 43)~()(  ArAr ，方程组有无穷多解； 

当 8a 且 1b 时， )~()(,3)~(,2)( ArArArAr  ，方程组无解； 

当 8a 且 1b 时， 42)~()(  ArAr ，方程组有无穷多解。 

求通解略。 

102． 解：对增广矩阵作初等行变换得 

1 1 3 1 1 2
( | ) 1 1 2 0 1 1 0

1 1 2 0 0 (1 )(2 ) 3( 1)

r
B A b

  
  

   

    
           
         

 

 

 

 

方程组有惟一解 ( ) ( ) 3 1R A R B      且 2   ; 

当 2   时, ( ) 2 ( ) 3R A R B   ,方程组无解.  

当 1  时, 有无穷多解. 
  当 1  时, 

1 1 1 2
0 0 0 0 ( ) ( ) 1 3
0 0 0 0

r
B R A R B

 
      
 
 







,方程组有无穷多解, 

其通解方程组为 1 2 3 2x x x    .  
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则方程组的通解 1 2

2 1 1
0 1 0 ,
0 0 1

x k k
       
            
     
     

其中 1 2,k k 为任意常数; 

103． 解   

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

r
B A b

a b
a

 
 
  
  
  










. 

 当 ( ) 4 1R A a   时,方程组有惟一解; 

 当 1a  时,方程组无解或无穷多解,此时  

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

r
B A b

b

 
 
  
 
 
 










. 

①当 1b   时, ( ) ( ) 2 4R A R B   ,方程组有无穷多解，此时 

    

1 0 1 1 1
0 1 2 2 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

r
B A b

   
 
  
 
 
 










, 

方程组的通解为 1 2 1 2

1 1 1
2 2 1

, ,
1 0 0
0 1 0

x k k k k

     
             
     
     
     

为任意常数; 

 ②当 1b   时, ( ) 2, ( ) 3R A R B  ,方程组无解. 

综上可得： (1)当 1a  时,方程组有惟一解； (2)当 1, 1a b   时,方程组有无穷多解； 

 (3)当 1, 1a b   时,方程组无解. 

104．解  (Ⅰ)将已知解 T)1,1,1,1(  代入原方程组，解得   带入原方程组的导出组，有 













04)4()2(3
022
,0

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx




 




















4423
2112
11




A






















021210
1310
0311




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当
2
1

 时，



















 


0000
1310

0
2
5

2
11

A ，方程组化简为











324

321

3
2
5

2
1

xxx

xxx  

基础解系为 TT )3,1,0,
2
5(,)1,0,1,

2
1( 21    

令  TX )1,1,1,1(0  ，则所求通解为 22110  kkXX  ，其中 21 , kk 为任意实数． 

当
2
1

 时，















 


1200
0110
0201

A ，方程组化简为














34

32

31

2

2

xx
xx
xx

， 

基础解系为 T)2,1,1,2(  ，则所求通解为 kXX  0 ，其中 21 , kk 为任意实数． 

(Ⅱ) 从上述解中找出满足 32 xx  的部分． 

当
2
1

 时， 22110  kkXX  Tkkkkkk
)31,1,1,

2
5

2
1( 2121

21   

令 21 11 kk  ，得 221  kk ， 

代入通解，整理得  TT kX )4,1,1,3()3,1,1,2(  ． 

当
2
1

 时，类似地得到满足 32 xx  的唯一解 TX )1,0,0,1( ． 

105． TTT kkx )2,2,1,1()1,1,1,1()6,5,3,2(
2
1

21  ，形式不唯一． 

106． 解  因为系数矩阵有两列不对应成比例，则 2)( Ar ，又因为 

         
1 2 2 3 1 3

1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) (2, 2,3,3) ,

( ) ( ) ( ) (1,1, 2, 2)

T

T

     

     

     

       

为导出组的两个线性无关的解，因此 2)(4  Ar ， 2)(  Ar ，则其全部解是 

 ( 1 2
1 (2,3,5,6) (2, 2,3,3) (1,1, 2,2)
2

T T Tx k k   ，形式不唯一) 

107．解  联立，得
















12
04

02
0

321

3
2

21

321

321

axxx
xaxx

axxx
xxx

，此方程组的解即为公共解。 
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





















1121
041
021
0111

2

a
a
a

A 























1100
021
0110
0111

2

aa
aa

a



























1100
0)2)(1(00
0110
0201

aa
aa

a
a

 

（1） 1a 时， 32)()(  ArAr ，联立方程组有解，此时，









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



0000
0000
0010
0101

A ， 

对应着齐次方程组，基础解系为 T)1,0,1( ，故所求公共解为 Tk )1,0,1( ； 

（2） 2a 时， 3)()(  ArAr ，联立方程组有唯一解。此时


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A ， 

唯一解 T)1,1,0(  ，即为所求公共解。 

108．解：两个方程组的系数矩阵记为 21 , AA ，


















a
A

11
532
321

1 ， 










12

1
22 cb

cb
A ． 

由两个方程组同解，得（1） 2)()( 21  ArAr ；（2） 1A 与 2A 的行向量组等价． 
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2a 时， 2)( 1 Ar ．此时，方程组（i）化简为







0
0

32

31

xx
xx

 ． 

记 









110
101

3A ，可知 2)()()( 321  ArArAr ，且 3A 与 2A 的行向量组等价． 

令
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A
A ，则 2)()( 3  ArAr ，对 A做行初等变换，得 
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A ，从而 
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得到两组解 







2
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c
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，







1
0

c
b

，后者使得 21)( 2 Ar ，舍去． 

综上，得 2,1,2  cba ． 

109． 解   设所求方程组为 0Ax ，由题设 0],[ 21 A ，记 ],[ 21 B ， 

则 0AB  即 0TT AB ，这说明
TA 的列都是方程组 0xBT 的解。 

把 0xBT 的解（只需要基础解系）作为列拼成
TA 即可。 

解方程组 0xBT ，得基础解系为 T)0,1,2,1(1  ， T)1,0,3,2(2   

令 ],[ 21 TA ， 














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
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

 

即所求的齐次线性方程组为










032

02

421

321

xxx

xxx
 ． 

 

四、证明题 

110．设 0 是非齐次线性方程组 bAx  的一个特解， 21 ,   是其导出组 0Ax 的一个基

础解系．试证明 

（1） 101   ， 202    均是 bAx  的解； （2） 210 ,,   线性无关． 

证明   （1） bAAAA  10101 )(  ， 

bAAAA  20202 )(   

所以 1 ， 2  均是 bAx  的解． 

（2）设有系数 210 ,, kkk ，使得 0221100   kkk     

将 101   ， 202   代入上式，整理得 

0)( 22110210   kkkkk ，               （*） 

等号两边同时左乘 A，得 

0)()( 21022110210  bkkkAkAkAkkk   

所以 0210  kkk ．代入（*）式，有 02211   kk  
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由于 21 ,   线性无关，故 021  kk ，从而 00 k  

所以 210 ,,   线性无关． 

111． 证明：
10, nAX X R    成立，特别地，取 1 2

1 0 0
0 1 0

, , ,

0 0 1

nX X X

     
     
       
     
     
     


  

，

则  

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

, , ,

n

n
n

n n nn

a a a
a a a

AX AX AX

a a a

     
     
       
     
     
     


  

，且 1 2 0nAX AX AX    ， 

 A的任一列均为零向量，即 A O . 

 

112． 证明   由于 21 , 可由 21 , 线性表示，所以 21 , 也是齐次方程组 0Ax 的解； 

并且 
2

21
1





 ，

2
21

2





 ，故 21 , 也可由 21 , 线性表示， 

 向量组 21 , 与向量组 21 , 等价， 21 , 也是 0AX 的基础解系。 

113．  证明  显然 0Ax  的基础解系含三个线性无关的解向量.由齐次线性方程组解的性质,

知 1 2 2,   3 3 1,    为 0Ax  的解.只须证明 1 2 2,   3 3 1,    线性无关. 

 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

1 0 1
( , , ) ( , , ) 1 1 0 ( , , )

0 1 1
K           

 
      
 
 

 

而 1 2 2 3 3 1 1 2 3( ) 3 ( , , ) ( , , ) 3R K R R               ， 

即 1 2 2,   3 3 1,    线性无关. 

114． 证   因为 1 0A x  的解全是 2 0A x  的解，所以 1 0A x   与 







0
0

2

1

xA
xA

 同解． 

则有  









2

1
1 )(

A
A

rnArn ，即 









2

1
1)(

A
A

rAr ． 

所以 2A 的行向量可以由 1A的行向量线性表出。 

115． 证明   设 A 的秩为 1r ，B的秩为 2r ，则由 0AB 知，B的每一列向量 

都是以 A为系数矩阵的齐次线性方程组的解向量． 
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(1) 当 nr 1 时,该齐次线性方程组只有零解,故此时 0B , 

nr 1 ， 02 r ， nrr  21 结论成立． 

(2) 当 nr 1 时,该齐次方程组的基础解系中含有 1rn  个向量,从而B  

的列向量组的秩 1rn  ,即 12 rnr  ,此时 12 rnr  ,结论成立。 

综上, nBRAR  )()( ． 

116． 证明  0)( 2  AAAAEAA  

所以由 21 题所证可知 nEARAR  )()(  

又 )()( AEREAR   

由 11 题所证可知 

nERAEARAERAREARAR  )()()()()()(  

由此 nEARAR  )()( ． 

117． 证明   

(1)反证法，假设 rn
  ,,, 1  线性相关，则存在着不全为 0 的数 rnCCC ,,, 10  ，使得       

0110  


rnrnCCC                             (1) 

其中， 00 C ，否则， rn ,,1  线性相关，与其为基础解系矛盾。 

由于  为特解， rn ,,1  为基础解系，故得 

bCACCCCA rnrn 00110 )(  


    

而由(1)式可得 0)( 110  


rnrnCCCA    

故 0b ，而题中,该方程组为非齐次线性方程组,得 0b  

产生矛盾,假设不成立, 故 rn
  ,,, 1  线性无关. 

(2)反证法，假设 rn
   ,,, 1  线性相关，则存在着不全为零的 rnCCC ,,, 10  ， 

使得       0)()( 110  





rnrnCCC              （2） 

即        0)( 1110  


 rnrnrn CCCCC    

1) 若 010  rnCCC  , 由于 rn ,,1  是 线性 无关的 一组基础 解系 , 故
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010  rnCCC  ,由(2)式得 00 C ，此时 010  rnCCC  与假设矛盾. 

2) 若 010  rnCCC  由题(1)知, rn
  ,,, 1  线性无关,故 

02110   rnrn CCCCCC  与假设矛盾, 

综上,假设不成立,原命题得证. 
118． 证明 设 x为 bAx  的任一解． 

由题设知： 121 ,,, rn  线性无关且均为 bAx  的解． 

取 11132121 ,,,    rnrn ，则它的均为 bAx  的解． 

用反证法证： rn ,,, 21  线性无关．设它们线性相关，则存在不全为零的数 rnlll ,,, 21  ，

使得        02211   rnrnlll    

即          0)()()( 11132121    rnrnlll   

亦即       0)( 13221121   rnrnrn llllll    

由 121 ,,, rn  线性无关，知 0)( 2121   rnrn llllll  ， 

矛盾，故假设不对． 

rn  ,,, 21  线性无关． 

由于 1,x 均为 bAx  的解， 

所以 1x 为 bAx  的解 1 x 可由 rn ,,, 21  线性表出． 

rnrnkkkx   123121   

)()()( 111133122    rnrnkkk   

0)1( 1133221321   rnrnrn kkkkkkx    

令   1321 1  rnkkkk  ，则  11321  rnkkkk   

112211  rnrnkkkx   ,证毕． 


